Pondichéry 17 avril 2015

Les nombres de la forme 2" -1 oi1 n est un entier naturel non nul sont appelés nombres de Mersenne.

1. On désigne par a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls tels que
PGCD(b; c) =1.
Prouver, 4 I'aide du théoréme de Gauss, que:

si b divise a et ¢ divise a alors le produit be divise a.

2. On considére le nombre de Mersenne 2™ — 1.
UUn éléve utilise sa calculatrice et obtient les résultats ci-dessous.

(235 -1)+3

2863311530
(2% -1)+4

2147483648
(2¥-1)+12

7158278826

Il affirme que 3 divise (2% — 1) et 4 divise (2** — 1) et 12 ne divise pas (2% -1).
a. En quoi cette affirmation contredit-elle le résultat démontré a la question 1.7
b. Justifier que, en réalité, 4 ne divise pas (2% - 1.
c. Enremarquantque 2=—-1 [3], montrer que, en réalité, 3 ne divise pas 2% — 1.
d. Calculerla somme §5=1+2%+ [23}2 + [23]3 +eeet [23]1“.
e. En déduire que 7 divise 2% - 1.

3. On considére le nombre de Mersenne 27 — 1. Est-il premier? Justifier.

4. Ondonne 'algorithme suivant ol MOD(N, k) représente le reste de la division euclidienne de
N par k.

Variahles : n entier naturel supérieur ou égal 83
k entier naturel supérieur ou égal 4 2
Initialisation: Demander a l'otilisateur la valeur de n.
Affecter a k la valeur 2.
Traitement : Tant que MOD(2" — 1, k) #0et k< 271
Affecter a k la valeur k + 1
Fin de Tant que.
Sortie : Afficher k.
Sik>v2R—1
Afficher « CAS 1 »
Sinon
Afficher « CAS 2 »
Fin de Si

a. Qu'affiche cet algorithme si on saisit n = 337 Et si on saisit n =77

b. Que représente le CAS 2 pour le nombre de Mersenne étudié? Que représente alors le
nombre k affiché pour le nombre de Mersenne étudié?

c. Que représente le CAS 1 pour le nombre de Mersenne étudié®™
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Liban 27 mai 2015

Un fumeur décide d’arréter de fumer. On choisit d utiliser la modélisation suivante :

5'il ne fume pas un jour donné, il ne fume pas le jour suivant avec une probahilité de 0,9;
il fume un jour donné, il fume le jour suivant avec une probabilité de 0,6.

On appelle py, la probabilité de ne pas fumer le n-iéme jour aprés sa décision d'arréter de fumer et
iy, la probabilité de fumer le n-iéme jour aprés sa décision d'arréter de fumer.
On suppose que py =0 et gy = 1.

1. Calculer p et q;.

2. On utilise un tableur pour automatiser le calcul des termes successifs des suites (p,) et (g, ).

Une copie d'écran de cette feuille de calcul est fournie ci-dessous :

A B C D
1 n Pn n
2 0 0 1
3 1
4 2
5 3

Dans la colonne A figurent les valeurs de I'entier naturel n.

Quelles formules peut-on écrire dans les cellules B3 et C3 de facon qu'en les recopiant vers le
bas, on obtienne respectivement dans les colonnes B et C les termes successifs des suites (p, )

et (gn)?

3. On définit les matrices M et, pour tout entier naturel n, X, par

_ (0,9 0,4 (P
B [D.l T R (qn]'
On admet que X+ = M = X;; et que, pour tout entier naturel n,

Xn=M"xX;.

R o 0,8 0,8 0.2 -0,8
On définit les matrices A et B par A = [{J.}_' {J.Z] etB= (—0.2 0.8 ]

a. Démontrer que M = A+0,58.
R ; 0 o
b. Vérifier que A°= A,etque Ax B=Bx A= (t} t}l'
On admet dans la suite que, pour tout entier naturel i strictement positif, A" = Aet B" = B,
c. Démontrer que, pour tout entier naturel n, M" = A+0,5"B.
d. En déduire que, pour tout entier naturel n, p, =0,8-0,8=0,5".

e. Along terme, peut-on affirmer avec certitude que le fumeur arrétera de fumer?*
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Ameérique du Nord 2 juin 2015

1 1 1 1 00
On donne les matrices M=11 -1 1let!l={0 1 0O}

d 2 1 R |
Partie A

20 10 11
1. Déterminer la matrice M®. Ondonne M* =12 2 & |

42 21
2. Viérifier que M* = M® + 8M +61.

1

3. En déduire que M est inversible et que M™' = = [M* - M- 8I).

Partie B Etude d'un cas particulier

On cherche 4 déterminer trois nombres entiers a, b et ¢ tels gque la parabole d'équation
¥ = ax? + bx+ ¢ passe par les points A{l; 1), B{(-1; —1) et C(2; 5).

1. Démontrer que le probléme revient & chercher trois entiers a, b et ¢ tels que

a 1
M|b|={-1]}.
C 5
2. Calculer les nombres a, b et ¢ et vérifier que ces nombres sont des entiers.

Partie C Retour au cas général

Les nombres a, b, ¢, p, q, r sont des entiers.

Dians un repére [D; T T].an considére les points A(l ; pi. B(-1; gl et C[2 ; r].
0On cherche des valeurs de p, q et r pour qu'il existe une parabole d’équation
¥=ax®+bx+c passant par A, Bet C.

a P
1. Démontrer que si [En] =M1 (q] avec a, b et ¢ entiers, alors

c r
-Ip+g+2r = 0J6)
Ip-3q = 0]&]
Gp+2q-2r = 06
o q-r & 0O[3]
Z.End.edulreque{ S=d A
g-r = 0[3]
= 0[3

3. Réciproquement, on admet que si { P—iq
A, B, C ne sont pas alignés
alors il existe trois entiers a, b et ¢ tels que la parabole d'équation y = ax® + bx + ¢ passe par
les points A, Bet C.
a. Montrer que les points A, B et C sont alignés si et seulement si 2r + g -3p =0.
b. On choisit p = 7. Déterminer des entiers g, r, &, b et ¢ tels que la parabole d’équation
y=ax® + bx+ ¢ passe par les points A, B et C.*

Centres étrangers 10 juin 2015

Dans cet exercice, on s intéresse aux triplets d'entiers naturels non nuls (x, y. z) tels que

E+y=r

Ces triplets seront nommiés « triplets pythagoriciens » en référence aux triangles rectangles dont ils
mesurent les cités, et notés en abrégé = TP ».
Ainsi (3.4, 5l estun TP car3* + 47 =9+ 16 = 25 = 52,
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Partie A : généraliiés
1. Démontrer que, si(x, ¥, z) estun TE et p un entier naturel non nul, alors le triplet (px, py, pz)
est lui aussi un TR
2, Démontrer que, si (x, ¥, z) est un TE alors les entiers naturels x, y et = ne peuvent pas étre
tous les trois impairs.

3. Pour cette guestion, on admet que tout entier naturel non nul n peut s'écrire d'une facon
unigue sous la forme du produit d'une puissance de 2 par un entier impair :

n =27 x k ol @ est un entier naturel (Eventuellement nul) et k un entier naturel impair.
Lécriture n = 2% x [ est nommeée décomposition de n.

Voici par exemple les décompositions des entiers 9 et 120:9=2% =9,

120=2*x 15.

a. Donner la décompaosition de I'entier 192.

b. Soient x et = deux entiers naturels non nuls, dont les décompositions sont x = 2° = ket

z=2Fwm.
Ecrire la décomposition des entiers naturels 217 et 2°.

¢. En examinant I'exposant de 2 dans la décomposition de 2x° et dans celle de z° , montrer
gu'il n'existe pas de couple dentiers naturels non nuls (x, z) tels que 2x* = 22,

On admet que la question A - 3. permet d'établir que les trois entiers naturels x,. y et z sont
dewux & deux distincts. Comme de plus les entiers naturels x, y jouent un rile symétrique, dans
la suite, pour tout TP (x, y, z), les trois entiers naturels x, y et z seront rangés dans I'ordre
suivant :

ICYLE

Partie B : recherche de iriplets pythagoriciens contenant I'entier 2015

1. Décomposer en produit de facteurs premiers 'entier 2 015 puis, en utilisant le TP donné dans
le préambule, déterminer un TP de la forme (x. . 2015).

2. On admet que, pour tout entier naturel m,
2n+1)° + (207 +2ﬂ}: =[2m +2n+ 1}2.
Déterminer un TP de la forme (2015, y, z).

3. a. Fn remarquant que 403° = 169 = 961, déterminer un couple d'entiers naturels non nuls
(x, 2) tels que : 2% - x* = 4037, avec x < 403.

b. En déduire un TP de la forme (x, 2015, z).*

Polynésie 12 juin 2015

On considére la matrice A = (:: E}

L. On appelle I la marrice identité d'ordre 2.
Vérifier que A% = A+ 21

2. En déduire une expression de 47 et une expression de A* sous la forme
a A+ gl ob a et f§sont des réels.

3. On considére les suites (r,) et (5,] définies par ry = 0 et 55 = 1 et, pour tout entier naturel m,

Tner = Fy+5g
2ry

Spal

Démantrer que, pour tout entier naturel n, A" = ry A+ 5,1

4. Démontrer que la suite (ky) définie pour tout entier naturel n par ke = ra — 55 est géométrigque
de raisom —1.

En déduire, pour tout entier naturel 7, une expression explicite de ky en fonction de n.
5. On admet que la suite () définie pour tout entier naturel n par

—110

Iy=ryg+ est géomeétrigue de raison 2.

En déduire, pour tout entier naturel 7, une expression explicite de £y en fonction de m.
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6. Déduire des questions précédentes, pour tout entier naturel i, une expression explicite de ry,
et 5, en fonction de n.

7. En déduire alors, pour tout entier naturel n, une expression des coefficients de la matrice AT

Asie 16 juin 2015

Om dit qu'un entier naturel non nul & est un nombre triangulaire 'il existe un entier naturel n tel
que:N=1+2+__ 4n

Par exemple, 10 est un nombre triangulaire car 10=1+2+3 +4.

Le but de ce probléme est de déterminer des nombres triangulaires gui sont les carrés d'un entier.

On rappelle que, pour tout entier naturel non nul B, ona:

mim+1)

142+ = i
+2+_..+n >

Partie A : nombres triangulaires et carrés d'entiers

1. Montrer que 36 est un nombre triangulaire, et qu'il est aussi le carré d'un entier.
2. a. Momntrer que le nomhbre 1 + 2 + ...+ n est le carré d’un entier si et seulement s'il existe un
entier naturel ptel que : n® + n-2p~ =0
b. En déduire que le nombre 1 +2 + ... + n est le carmré d'un entier si et seulement 5'il existe un
entier naturel ptel que : (2n+1)° -8p* = 1.

Partie B : émde de I"équation diophantienne associée
On considére (E) I'équation diophantienne

oil x et y désignent deux entiers relatifs.

1. Donner deux couples d entiers naturels inférieurs 4 10 gui sont solution de (E).
2. Démontrer que. si un couple dentiers relatifs non nuls (x ; y) est solution de (E), alors les

entiers relatifs x et y sont premiers entre ewc
Partie C: lien avec le calcul matriciel
Soit x et y deux entiers relatifs. On considére la matrice A = ﬁ' g]
el ; : ; R
Omn définit les entiers relatifs x° et y' par I'égalité : y =A v
1. Exprimer x' et ¥ en fonction de x et de y.
2. Déterminer la matrice A~!, puis exprimer x et ¥ en fonction de x* et y'.

P

Démontrer que (x ; ¥ est solution de (E) si et seulement si (x'; y') est solution de (E).
4. On considére les suites (x,,) et [y,] définies par x; = 3. ¥ = 1 et, pour tout entier naturel n,

[i"”] = A{;"]. On admet que, ainsi définis, les nombres x, et ¥, sont des entiers naturels
n+l [
pour toute valeur de I'entier n.

Démontrer par récurmence que, pour tout entier naturel n, le couple (x, ; ¥,] est solution de
{E).

Partie D : retour an prohléme initial

A I'side des parties précédentes, déterminer un nombre triangulaire supérieur & 2015 qui est le carré
d'un entier_*

Antilles-Guyane 22 juin 2015

Partie A

Pour deux entiers naturels non nuls a et b, on note ria, &) le reste dans la division euclidienne de a
par b
On considére I'algorithme suivant :
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Variahles : ¢ est un entier naturel
a et b sont des entiers naturels non nuls

Entrées : Demander a
Demander b

Traitement : | Affecter & ¢ le nombre ria, &)
Tant que ¢ £0

Affecter & a le nombre b
Affecter & b la valeur de ¢
Affecter & c le nombre ria, b)
Fin Tant que
Sortie Afficher b

1. Faire fonctionner cet algorithme avec a = 26 et b = 9 en indiquant les valeurs de a, bet c a
chagque étape.

2. Cet algorithme donne en sortie le PGCD des entiers naturels non nuls a et b.
Le modifier pour qu’il indique si deux entiers naturels non nuls & et b sont premiers entre ewx

O MO,
Partie B
A chaque lettre de 'alphabet on associe grice au tableau ci-dessous un nombre entier compris entre
0 et 25.
A B C D E F G H I ] K L M
[1] 1 2 3 ] 5 7 [}] 9 10 | 11 12
N 0 P 0 R 5 8] Vv W X Y F
13 14 15 | 16 17 18 | 19 | 20 | 21 2 |23 | 24| 25

On définit un procédé de codage de la fagon suivante :

Etape 1 : on choisit deux entiers naturels p et § compris entre 0 et 25.

Etape 2 : & la letire que I'on veut coder, on associe Uentier x correspondant dans le tableau ci-dessus.
Etape 3 : on calcule Uentier ' défini par les relations

Y=px4+g [26] et 0gx <25

Etape 4 : al'entier x', on associe 1a lettre comespondante dans le tablean.

1. Dans cette question, on choisit p=9et q=2.
a. Démontrer que la lettre V' est codée par la letire ]

b. Citer le théoréme qui permet d’affirmer I'existence de deux entiers relatifs u et v tels gue
Su+ 260 = 1. Donner sans justifier un couple (k. 1) qui convient.

c. Démontrer que @' =9x+2 [26) éguivaut a x=3x +20 [26).
d. Décoder la lettre .

2. Dans cette question, on choisit g = 2 et p est inconnu. On sait que | est codé par D.
Déterminer la valeur de p {on admetira que p est unique).

3. Dans cette question, on choisit p= 13 et g = 2. Coder les letires B et D Que peut-on dire de ce
codage?*

Métropole 22 juin 2015

1. On considére I'équation (E) & résoudre dans I :

Tx-Gy=1
a. Vérifier que le couple (3; 4) est solution de (E).

b. Montrer que le couple d'entiers (x ; y] est solution de (E] si et seulement s5i 7{x—3) = 5(y—4).

c. Montrer que les solutions entiéres de |'équation (E) sont exactement les couples (x ; y]
d'entiers relatifs tels que :

5k+3

ThEsd olke I

—_—
b
I
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2. Une boite contient 25 jetons, des rouges, des verts et des blancs. Sur les 25 jetons il v a x jetons
rouges et ¥ jetons veris. Sachant que Tx— 5y = 1, quels peuvent éire les nombres de jetons
rouges, verts et blancs?

Dans la suite, on supposera qu'il v a 3 jetons rouges et 4 jetons verts.

3. On considére la marche aléatoire suivante d'un pion sur un triangle ABC. A chagque étape, on
tire au hasard un des jetons parmi les 25, puis on le remet dans la boite.
= Lorsgu'on esten A :
5ile jeton tiré est rouge, le pion va en B. 5i le jeton tiré est vert, le pion va en C. Sile jeton tiré
est blanc, le pion reste en A
= Lorsgu'onesten B :
5i le peton tiré est rouge, le pion va en A. Si le jeton tiré est vert, le pion va en C. §i le jeton tiré
est blanc, le pion reste en B.
= Lorsgu'on esten C:
5i le jeton tiré est rouge, le pion va en A_ 5i le jeton tiré est vert, le pion va en B. Si le jeton tiré
est blanc, le pion reste en C.

Au départ, le pion est sur le sommet A.
Pour tout entier naturel n, on note au, o et cx les probabilités que le pion soit respectivement
sur les sommets A, B et C a I'étape n.
0,72 0,12 0,16
On note X, la matrice ligne (a, &, c,)etT lamatrice [IZI. 12 072 0 IE].
0,12 0,16 0,72
Donner la matrice ligne Xp et montrer que, pour tout entier naturel n,
Xee1 =X, T.

4 A & 1 0 0
0
4. Onadmerque T=PDF™ o P~ = ;"-5 0 leeD={0 06 0 |
o = 0 0 056
a. A l'aide de la calculatrice, donner les coefficients de la matrice . On pourra remarquer
qu'ils sont entiers.

b. Montrer que T" = PO P

c. Donner sans justification les coefficients de la matrice D",
On note a,, f,, ¥, les coefficients de la premiére ligne de la matrice T ainsi :

[ﬂ.ll [ T.u]
Tl v il
3 7 I7-77=0,6" + 40 = 0,567
On admet que a, = — + — =0,6" et fi, = e il 3
10 10 110
On ne cherchera pas a calculer les coefficients de la deuxiéme ligne ni ceux de la troisigme
ligne.
5. On rappelle que, pour tout entier naturel n, X = XpT".

a. Déterminer les nombres ay, by, & I'aide des coefficients ag et fr. En déduire cu.
b. Déterminer les limites des suites (a,), (D) et (c,).

c. Sur quel sommet a-t-on le plus de chance de se retrouver aprés un grand nombre d'itéra-
tions de cette marche aléatoire 7*

Métropole 9 septembre 2015

Dians I'espace muni dun repére orthonormé, on considére :
— lespoinis A0; 1; -11etB(-2;2; -1}
= =2+1i
1+t , el

E
— la droite % de représentation paramétrigue { ¥
=z =1=1

L. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB).
2. a. Montrer que les droites (AB) et % ne sont pas paralléles.
b. Montrer que les droites (AB] et % ne sont pas sécantes.

Dhans la suite la letire 4 désigne un nombre réel.
On considére le point M de la droite @ de coordonnées (-2 +u; 145 ; -1 - u).
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3. Vérifier que le plan 2 d’égquation x + ¥ — z— 3u = 0 est orthogonal 4 la droite & et passe par le
point M.

4. Montrer que le plan # et la droite (AB) sont sécants en un point N de coordonnées (-4 +
GBu; 3-3u; -1).

5. a. Montrer que la droite (M N] est perpendiculaire & la droite .

b. Existe-t-il une valeur du nombre réel i pour laquelle la droite (M N) est perpendiculaire &
la droite (AR) ¥

6. a. Fxprimer M N? en fonction de u.
b. En déduire la valeur du réel u pour laquelle la distance MN est minimale.*

Polynésie 9 septembre 2015

Pour tout entier naturel 7 non nul. on appelle 5(m) le nombre égal & la somme des diviseurs positifs
de m.

1. Vérifier que 5(6) = 12 et calculer S(7).
2. a. Démontrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal 32, 5(nl =1+ n.
b. Quels sont les entiers naturels n tels gue S(nl =1+ n?
3. On suppose dans cette question que 1 s'écTit p = g oi1 p et § sont des nombres premiers dis-
tincts.
a. Démontrer que Sin) = (1 + p)(l + q).
b. On considére la proposition suivante -
« Pour tous entiers natmurels o et m non nuls distincts,
Sin = m) = S(n) = 5(m) =
Cette proposition est-elle vraie ou fausse ? Justifier.
4. On suppose dans cette question que l'entier n s'écrit p"'. oll p est un nombre premier et & un
nombre entier nature] non nul.

a. Quels sont les diviseurs de n?

1 _ptﬂ

l-p
5. On suppose dans cette question que # 'écrit p'* = g7, ol p et g sont des nombres premiers
distincis.

a. Soit m un entier naturel.

b. En déduire que S(n) =

Démontrer que m divise n si, et seulement si, il existe deux nomhbres entiers 5 et t avec
0= ss13eths rs Tielsque m=p* = g°.

b. Démontrer que S(n) = Il—_p: x%.‘
Antilles-Guyane 10 septembre 2015
Partie A
On considére I"équation
Slx-26y=1

oil x et y sont des nombres entiers relatifs.

L. Justifier, en énongant un théoréme du cours, que cette équation admet au moins un couple
solution.

2. a. Donner un couple solution [x ; ¥ de cette équation.

b. Déterminer I'ensemble des couples solutions de cette équation.

Partie B
On fait correspondre a chague lettre de I'alphabet un nombre entier comme |'indique le tableaun ci-
dessous :

A B C D E F G 1 I K L M

0 1 2 3 4 5 :] 7 8 9 10 11 12

N 0 P 0Q R 5 T 1) W w X Y Z

13 14 15 16 17 18 19 20 21 2 23 24 25
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Afin de coder une letire de I"alphabet, correspondant & un entier x compris entre 0 et 25, on définit
une fonction de codage [ par f{x) = ¥, o0 y est le reste de la division euclidienne de 51x + 2 par 26.
La lettre de I'alphabet correspondant & I'entier x est ainsi codée par la lettre correspondant a 'entier
¥-

1. Coder la letire M.

2. En utilisant la partie A, déterminer 'entier a tel que 0= a < 25et 51a = 1 [26].

3. Démontrer que si la lettre correspondant & un entier x est codée par une letire correspondant
i un entier y, alors x est le reste de la division euclidienne de ay + 2 par 26.

. Déterminer alors la lettre qui est codée par la lettre M.

5. On applique 10 fois de suite la fonction de codage f & un nombre x comespondant & une
certaine lettre. Quelle letire obtient-on?*

Nouvelle-Calédonie 19 novembre 2015

Un organisme propose un apprentissage de langues étrangéres en ligne. Deux niveaux sont présen-
tés : débutant ou avancé. Au début de chague mois, un internaute peut s'inscrire, se désinscrire ou
changer de niveau.

On souhaite étudier I'évolution sur le long terme, de la fréquentation du site & partir d'un mois noté
.

Dies relevés de la fréquentation du site ont conduit aux observations suivantes :

« Audébut du mois 0, il v avait 300 internautes au niveau débutant et 450 au niveau avancé.
* Chague mois, la moitié des débutants passe au niveau avance, 'autre moitié reste au niveau
débutant et la moitié des avancés ayant terming leur formation, se désinscrit du site.

« Chague mois, 100 nouveaux internautes s'inscrivent en débutant et 70 en avancé.
On modélise cette situation par deux suites de nombres réels (dg) et (@y). Pour tour entier naturel
1, dy et a, sont respectivement des approximations du nombre de débutants et du nombre d avancés
au début du mois n.
L]

d
Pour tout entier naturel m, on note Lfy, la matrice colonne (ﬂ
L]

On pose dy = 304, @y = 450 et, pour tout entier n =0

1
deil = Ed"+1III
1 1
dnel = Ed"+5ﬂ"+?lﬁl

1 1
L. a. Justifier I'égalité ag,, = Ed‘" - Eﬂ“ + 70 dans le contexte de 'exercice.

b. Déterminer les matrices A et B telles gue pour tout entier naturel n,

Wper1 = Ally + B.

2. Démontrer par réClITence gue pour tout entier naturel i = 1, on a

1" ) 0 0 1 0
R _ - —
A _(—2} (b4 nT) ol T_(I IZI] Elfz—[ﬂ 1]_

3. a. Déterminer la matrice C qui vérifie 'égalité C = AC+ B.

200

b. Pour tout entier i = 0, on pose V,J:U,,—(zm.

Montrer gue pour tout entier naturel m,
Vi1 = AVy.

c. On admet que pour tout entier n = 1, V= A",
En déduire que pour tout entier naturel m = 1,
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1 L
100 =| +200

Uﬂ-= 1 a 1 "

IMn[E] +110(5] + 340

4. a. Onadmet que pour tout entier n = 4, 27 nt.
En déduire que pour tout entier i = 4,

n
a.»;mun(l] gt
2 n

b. Enwtilisant les guestions précédentes, que peut-on prévoir pour lévolution de la fréguen-
tation du site sur le long terme?*

Amérique du Sud 24 novembre 2015

Dans un pays de population constante égale & 120 millions, les hahitants vivent soit en zone rurale,
s0it en ville. Les mouvements de population peuvent étre modélisés de la facon suivante :

= en 2010, la population compte 90 millions de ruraux et 30 millions de citadins;

« chague année, 10% des ruraux émigrent & la ville;

» chague année, 5% des citadins émigrent en zone rurale.

Pour tout entier naturel i, on note :
» Ry l'effectif de la population rurale, exprimé en millions d’ habitants, en 'année 2010+ n,
(O l'effectif de la population citadine, exprimé en millions d'habitants, en I'année 2010+ mn.
On a donc Ry = 90 et Cp =30

0,9 0,05
1. On considére les matrices M = (u' 1 DPDE] et, pour tout entier naturel m,
Ry
L= ({:.u .

a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, g, = MU,
b. Calculer ;. En déduire le nombre de ruraux et le nombre de citadins en 2011.
2. Pour tout entier naturel m non nul, exprimer [f; en fonction de M" et de L.

31 est la matrice inverse de P et

3

3. Soit la matrice P = (:12 _Il

. Montrer que la matrice |

Lo maa =

on la notera P,
4. 8. Onpose A =P 'MP. Calculer A & I'side de la calculatrice.
b. Démontrer que : M = PAP-1,

. Démontrer par récurmence que, pour tout entier naturel n non nul -

M®=paRpl

5. a. Onadmet que le caleul matriciel précédent donne :

1.3 .
=+Sx0,85" == x0,85"

an=|373" 33" :
2 2 3
S-Zupgst i w088
3 3 3 3

En déduire que, pour tout entier naturel i, By = 50 = 0,85" + 40 et déterminer I'expression
de ,, en fonction de n.

b. Déterminer la limite de Ry et de Oy lorsque n tend vers +ao.
Que peut-on en conclure pour la population éudide?
6 & Onadmet que (Re) est décroissante et que (C,) est crolssante.
Compléter 'algorithme donné en annexe afin qu'il affiche le nombre d'années au bout
duquel la population urbaine dépassera la population rurale.

b. En résolvant l'inéguation d'inconnue n, 50 =0, 857 + 40 =< 80— 50 = 0, 85", retrouver la valeur
affichée par 'algorithme. *
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Nouvelle-Calédonie 5 mars 2016

Les parties A et B peuvent éire traitées de maniére indépendante

Partie A

Afin de crypter un message, on utilise un chiffrement affine.
Chague lettre de 'alphabet est associée 4 un nombre entier comme indigué dans le tableau ci-dessous :

alwfe]loe]efa]nl]: ¥ |t ul|lw|o|r|o|lae]s|[v]u]v]w]e]re]=

L] 1 = X 1 x b T (] L] " " T u ] m | = | ar = nl] =] a £ £ a |

Soit x le nombre associé & la lettre & coder. On détermine le reste y de la division euclidienne de 7x+5
par 26, puis on en déduit La letire associée a y [c’est elle qui code la lettre d'origine).

Exemple :
M correspond & x = 12
T=124+45=89

Or&9=11 [26] et 11 correspond & la lettre L, donc la lettre M est codée par la letire L.

1. Coder la lettre L

2. a. 5oit k un entier relatif. Montrer que si & = 7x [26) alors 15k = x [26].
b. Démaontrer la réciprogue de I'implication précédente.
. En déduire que y = Tx+5 [26] équivaut 4 x = 15y + 3 [26].

3. Almide de la question précédente décoder la lettre B

Partie B

On considére les suites (ag) et (by) telles que ay et by sont des entiers compris entre 0 et 25 inclus et

pour tout entier naturel B, @, =Ta, +5et by, =150, +3.

5 5
Muontrer gque pour tout entier naturel m, dx = (::ru + E] w T s

On admet pour la suite du probléme que pour tout entier naturel m,
3 3
b, = _—
n [b.:, + T

w157 - —

147

Partie C

Déchiffrer un message codé avec un chiffrement affine ne pose pas de difficulté (on peut tester les
312 couples de coefficients possibles). Afin d"augmenter cette difficulté de décryptage, on propose
d'utiliser une clé gui indiquera pour chagque lettre le nombre de fois ot on lui applique le chiffrement
affine de la partie A.

Par exemple pour coder le mot MATH avec la clé 2-2-5-6, on appligue « 2 « fois le chiffrement affine
ala letire M (cela donne E), « 2« fois le chiffrement & la letire A, « 5 » fois le chiffrement & la letire T et
enfin « & » fiois le chiffrement 4 la lettre H.

Dans cetie partie. on utilisera la clé 2-2-5-6.

Décoder la lettre () dans le mot I'VYT). *

Pondichéry 22 avril 2016

Partie A

On conskdére les matrices M de la forme M = [: :] oil 4 et b sont des nombres enters.

Le nombire 3a — Sk est appelé le déterminant de M. On le note det[ M.
Adnsl deti M) = 3a—5b.

1 i -hb
e S
1. Dans cette question on suppose que det| M) # 0 et on pose N = en [_5 2 }
Justifier que N est I'inverse de M.
2. On consldére I'équation (E]:  det(Af) = 3.
On souhalte déterminer tous bes couples d'entiers (a ; b) solutions de 1'équation (E).
a. Viérifier que le couple (6 : 3] est une solution de (E).
b. Montrer que le couple d'entlers (a ; &) est solution de (F) sl et seulement si
3a—6)=50b-31.
Em déduire 'ensemble des sohutions de I'équation (E).

Partie B

1. On pose ()= [2_: _1)

En utllisant la partie A, déterminer la maitrice inverse de ().
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2. Codage avec |'£r marrice ()
Pour coder un mot de dewx lerres & aide de la matrice ) = {: :} on utilise la procédure
cl-aprés:
Etape 1 : On assocke au mot la matrice X = E] oil x; est l'entler correspondant & la premiére

lettre du maot et xz lentier correspondant 4 la deuxdéme lerre du mot selon le tableau de cor-
respondance ci-dessous

A B C D E F [ H I ] K L M
0 1 z 3 4 5 & 7 B ) o | 11 1z
N 0 P Q R 5 T (1] v W X ¥ Z
13 ] E] 6 | 17 | 18 19 | 20 | 21 22 | 23 | 24 | 23 |

Etape 2 : La mairice X est transformée en la mairice ¥ = [i:] telle que
Y =0X.
Etape 3 : La matrice ¥ est transformée en la matrice & = : telle que ry est le reste de la

division euclidienne de y; par 26 et r; est le reste de la division euctidienne de ¥z par 26.

Etape 4 : A la matrice R = {:'] on asseche un mot de dewx letires selon le tableau de correspon-

dance de I'érape 1.

Exernple: JE— X = [:]_- ¥= ("t] —~R=[I:]—~E}F.

Le muot JE est codé en be mot OF

Coder ke mot DO
3. Procddure de décodage

On conserve les mémes notatons que pour ke codage.

Lors du codage, la matrice X a éné transformée en la matrice ¥ telle que

¥=0Xx.

Ir -3k |26}

—5ry +6r; |26

r—rz |[26]
Tr+2r |26)

a. Démontrer que 3X =30 'Y puis que { ﬁ"
2

b. Emremarquant que9=3=1 [zﬁl.mnmerque{ il

c. Décoder le mot 5G.°

Liban 31 mai 2016

Pour chacune des affirmations sulvantes, dire s elle esr vrale ou fausse en justifians la réponse. Uin

point est aftribid par réporise exacle justifide. Une réponse non justifide ne sera pas prise en compie et
Fatrsence de réponse n'est pas pémaltsde.

I |5
= {n consldére le sysiéme { g 15 d'inconnue » enter relatf.

n 3 (4
Affirmation 1 : 81 1 est solutlon de ce sysiéme alors n — 11 est divisible par 4 et par 5.
Affirmation 2 : Four tout entier relatif &, 'entier 11 + 20k est soluthon du systéme.

Affirmation 3 : 51 un enter relatf n est solution du systéme alors il exdste un entber relarif & tel
que i =11+20k.

=  Un automate peut se trouver dans deux éiats A ou B. A chague seconde il peut soit rester dans
I'état odn il se trouve, soit en changer, avec des probabilités données par le graphe probabiliste
cl-dessous.

Pour tout entler naturel m, on note g, la probabilité que I'awtomate se trouve dans Pétat A
aprés n secondes et by la probabilité que 'automate se trouve dans I'état B aprés n secondes.
Au départ, I'automate est dans I'état B.

N ec il ook

0.4

On conskdére |'algorithme suivant :
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Om considére I'algorithme suivant =

Variahles : A &t b sont des réels

Initialisation: | @ prend la valeur 0

b prend la valeur 1

Traitement : Pour & allant de 1 410
a prend la valeur 0,Ba + 0.3
b prend la valeur 1 - a

Fin Pour

Sortie: Afficher a

Afficher b

Affirmation 4 : En sortbe, cet algorithme affiche les valewrs de a0 et .

Affirmation 3 : Aprés 4 secondes, 'automate a autant de chances d'étre dans I'érat A que d'étre
dans I'état B.*

EXERCICE 5 3 points
Commun & tous bes candidats

On considére la sulte [2,) de nombres complexes définle pour tout entler namrel n par

Z =0
1
Znal = Ei=2n+5

Dans le plan rapporté & un repére orthonormé, on note M, le point daffice =,
On consbdére le nombre complexe 2, = 4 + 21 et A be point du plan d"affice 2,

1. Soit (k) la sulte définle pour tour entber naturel » par e = 2 — Za.
1
a. Montrer que, pour tout enther namrel n, gy, = Et o By

b Démoncrer que, pour toul entier naturel n:

1 n
by = [z'l) [—4-2i).

2. Démontrer que, pour toul entler naturel n, les polnts A, M, et M, , sont alignés.*

Amérique du Nord ler juin 2016

On dispose de deux urnes U et V contenant chacune dewx boules. Au départ, 'ume U contient deux
boubes blanches et 'urne V contient deux boules nodres.

On effectiue des trages successifs dans ces urnes de la facon sulvante = chaque tirage conskste &
prendre au hasard, de maniére simultande, une boule dans chaque urme et & la metire dans lautre
LT

Pour tout entier naturel » non nul, onnote X, lavarlable aldatolre égale au nombre de boules blanches
que contient I"urne U 4 la fin du #-ime tirage.

1.  a. Traduire par une phrase la probabilité Py x, -1 (Xee1 = 1) puls déterminer les probabilinés
conditonnelles sulvantes :

Pixpmt (Ko = 11 Pyx ey (Xus1 = 10 et Pryg ez (Xue =10
b. Exprimer P{X;,; = 1) enfoncton de P (X, =0), P(X, =1) et P(X, =2).
2. Four tout entier naturel B non nul, on note K, 1a matrice ligne déhnie par :

R,,:[P{X,, =0 MX,=1 P{xm=2]]

et on considére M la matrice

= ]

Cal=o
==

On note Ky la matrice ligne (00 0 1).
On admettra par la sulte que, pour tout entber naturel B, Ko = Bg = ML
Déterminer &) et justifier que, pour towt enter naturel n, By = R = M".

3. Onadmet que M=Px D= P~ avec:

1 2 3 1 —% [ ] 1 -2 1
= = 1_
P_E[_.] a ]}.D— 0 o0 et P —[: o —|].

o o1
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Erablir que, pour tout entier namrel g, M™ = P« D x pot

I. "
[— E] o a
O admettra gue, pour tout entler naturel &, D" = a a al
o o 1

a. Calculer DF » P~ en fonction de n
1 1 1
b. Sachant gue B P = {E = E]' déterminer les coeffickents de Ry, en fonction de n.

Déterminer lim P(X, =0}, lim P(Xe=1et lim P(X,=2).
e = doo dis b
Interpréter ces résuliats.*

Centres étrangers 8 juin 2016

Le but de cet exercice est d'étudier, sur un exernple, une méthode de chiffre ment publide en 1929 par
le mathiématicien et cryptologue Lester HIIL Ce chiffrement repose sur la donnéde d'une mairice A,
connue unlguement de I'émerteur et du destinataire.

. 3 2
Dans tout 'exercice, on note A la matrice définle par- A= [: ]

a4 d

Partie A — Chiffrement de Hill

Vioicl les différentes étapes de chiffrement pour un mot comportant un nombre pair de letres :

Eiape 1

On divise le mot en blocs de deux letires consécutives puis, pour chague bloc, on effec-
e chacune des dtapes sulvantes.

Etape 2

On assocle aux deux lettres du bloc les deux enters x e xz tous deux compris entre 0
el 25, gui correspondent aux dewx lettres dans le méme ordre, dans le tableau subvant :

AlB]C EJF|G]JH]JI]JJ]JEJL[M
L L i L ] L] T ] 9 |11 | 12

i)
3
El I R I R EA R LA LA S B

13| 14)15 |16 |17 |18 |19 |20)21 |2 123])24 |35

Erape 3

Om transforme la matriee X = [i;] en la matrice ¥ = [J;_'} vérifiant ¥ = AX.

Erape 4

1y

¥z

Omn transforme la matrice ¥ = [ } en la matrice B = [:1] oil ry est le reste de la diviskon

euclidlenne de y, par 26 et r; celul de la division euclidienne de y; par 26.

Etape 5

On assocle aux entiers ry et rz les deux letires comespondantes du tableau de I'érape 2.
Le bloc chiffré est le bloc obtenu en juxtaposant ces deux lerres.

Question :

utiliser la méthode de chiffrement exposte pour chiffrer le mot « HILL ».

Partie B - Quelques outils mathématiques nécessaires au déchiffrement

1. Sobt @ un entler relatif premlber avec 26,
Démontrer qu'il exdste un entier relatif & el que u = a = 1 modulo 26.

2. On considére |'algorithme suivant

VARIABLES : a, i, et r sont des nombres [0 est namurel et premier avec 26)
TRAITEMENT : | Lire a

SORTIE Afficher u

u prend la valewr 0, et r prend la valeur 0
Tant que r #1

u prend la valeur u+ 1

r prend la valeur du reste de la division euclidienne de & = a par 26
Fin du Tant que

Om entre la valeur a = 21 dans cet algorithme.

E:

b,

Reprodulre sur la cople et compléter le tableau sulvant, jusqu'a I'arréc de 'algorithme.

1 L] 1 2
F L] Z1

Em déduire qui 5 = 21 = 1 madulo 26,

3 2 1
3. On rappelle que A est la matrice A = [: ?] et on note [ la matrice: I = [ ]

LI
a. Calculer la matrice 124 — A%
b. En déduire la marrice B telle que BA = 211,
. Démontrer que sl AX = ¥, alors 21X = BY.
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Partie C - Déchiffrement
On veut déchiffrer ke ot VLUR

On note X = Ez) la matrice assochée, selon le tablean de correspondance, 4 un bloc de deux lettres

avant chiffrement. et ¥ = (EJ la matrice définie par Pégalité - ¥ = AX = (? é] X
Sl r et r2 sont les restes respectifs de et o dans la division euclidienne par 26, le bloc de deux

lerires aprés chiffrement est assoclé & la matrice i = [::]

21xy
21x3

-2y

1. Démontrer que : { e

ry + 16 modulo 26

2 < Iy
2. En utllisant la question B 2, ét.ablirqu-e.{ Xt 17r, +25r;  modulo26

3. Déchiffrer le mot VLUP associé aux matrices (ﬂ] et (i‘: »

Polynésie 10 juin 2016

Pour chacune des cing propositions sulvanres, indigquer si elle est irale ou fausse er justifier la réponse
choisie.

T est anrilngd un point par réponse exacte correctement justlfide. Une réponse non justifide n'est pas
prizseen compte. Une absence de rdponse n'est pas pénalisde.

1. Propositon 1
Pour tout entier naturel i, le chiffre des unliés de v° + n nest jamals égal & 4.
2. On considére la suite u définie, pour n = 1, par

1
= = (20 = m).
i "pg,c{ ")

Proposition 2
La suire {u,] est convergente.
3. Propositon 3
Pour toutes matrices A et B carrédes de dimension 2, ona A= B=Hx= A,

4. Un mobile peut occuper deux positions A et B. A chague étape, il peut solt rester dans la posi-
thon dans laquelle il se trouve, soft en changer.

Pour tout entier naturel n, on note :

— A, l'évtnement « ke mohile se trouve dans la positon A & I'étape i« et 4, sa probahilicé.
— By l'événement « le mobille se trouve dans la positdon B 4 I'étape i = et by sa probahilicé.

— X, la matrice colonne [:").
H

On admet que, pour iout entber natre i, Xqo = M = Xy avec M = [E‘i: E‘:).
Proposition 4

La probabilité Py (B, ;) vaut .45

Proposition 5

Il existe un état inddal X, = [:;} tel que la probahilivé détre en B & I'étape 1 est rols fols plus

grande que celle d'éire en A & I'étape 1, autrement dit vel que by =3a,.*

Métropole 20 juin 2016

Pour tout couple d'entlers relatifs non nuls (@, &, on note pged{a, b) le plus grand diviseur commun
de a et b. s
I..Eplanes:muntd'unrepéte[ﬂ: I, j}.
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3 2
1. Exemple. Soit Ay la drolte d'équaton y = ;x T

a. Montrer que sl [x, ¥) est un couple d'entlers relatifs alors I'entler 15x — 12y est divisible
par 3.
b. Existe-il au madns un point de la drofte A dont les coordonnées sont dewx entiers relatifs?
Justifier.
Généralisation

0Omn consldére désormais une droite A d'équation (E) : y = ﬂx— £ ol m,n, p et § sont des
n i

entiers relatifs non nuls tels que pgedim, n) = pged(p, gl =1.

Alnsl, les coefficlents de I'équation (E) sont des fractons rréductibles et on dit que A est une
drolte rattonnelle.

Le but de Iexercice est de dérerminer une condition nécessalre et suffisante sur i, 0, p et g
pour qu'une drodte rationnelle A comporte au molns un podnt dont les coordonnées sont deux
entiers relarifs.

2. On suppose icl que la drolte & comporte un point de coordonnées | xg, ¥a) ol Xy et yy sont des
entiers relarifs.

a. Emremarguant que le nombre nyy — mixy est un entler reladf, démontrer que g divise le
produit np.
b. En déduire que g divise n.
3. Réciproquemnent, onsuppose que § divise #, et on soubaite rrouver un couple [ %, vy) d'entlers
relatifs tels que y5 = %ru - %

a. On pose n = gr, ol r est un entler relatif non nul. Démontrer qu'on peut mouver dewx
entiers relatifs w et r tels que gru—me=1.

b. Em déduire qu'il existe un couple [, ¥) d'entiers relatifs tels que y, = %J&; B

q

3 7T
4. Soit A la drodte d'équaton y = Ex— i Certe drodte posséde-r-elle un point dont les coordonnédes
sont des entlers relatifs ? Justifier.
5. On donne I'algorithrme sulvant :

Antilles-Guyane 20 juin 2016

Les parties A et B sont indépendanres

Partie A
On conskdére 'équation sulvante d'inconnuwes x et y entlers relarifs :

Tx—3y=1 (E)

1. Un algorithme incomplet est donné ci-dessous. Le recopler et le compléter, en écrivant ses
lignes manquantes (1] et (2} de manlére & ce qu'il donne les solutions entidres (x ; y) de I'égua-
thon (E) vérlfiant -5 x < 10et —5< y < 10,

Varlables : X est un nombre entber
Y =t un nombre entler
Débar Pour X variant de —5 & 10
{1 1
|l A AR A
Alors Afficher X et Y
Fin 51
Fin Pour
Fin Pour
Fin

2. a Donner une solution panticuliére de 1'équation (E).
b. Déterminer I'ensemble des couples d'entlers relatifs solutions de I'éguation (E).

. Déterminer I'ensemble des couples (x : ) dentiers relatifs solutions de 1'éguation (E) tels
que -5 x< et -5 y= 10

Sujet de spé 2015-2016-2017 - Page 16



Partie B

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé {ﬂ ; T; _t:]
O consbdére La drolte % d'équation

Tx-3p-1=0
On définie la sulte [Ag) de points du plan de coordonndes (x; @ ya) vérifiant pour towt n entier
namrel : ®
{ w o= 1 { X1 = —FApt 3V
. el &
L Yt = ‘3_2:"«'5?«

+=

1. Om note M la matrice [

*o= o}

a Montrer que, pour toul enther nanirel B, Xy = MX;.
b. Sams justifier. exprimer pour tout entler naturel #, X, en fonction de M® et X,

3
]. Pour tout entier naturel n, on pose

2. On considére la matrice [ = [:; :3} et on admet que la matrice inverse de P, notée P!, est
e ) -3]
définie par P = E—E 2l
& Viérifier que P~ MP est une matrice diagenale D que I'on précisera.
b. Four tout entier naturel n, donner D sans justificatbon.
¢. Démonirer par récurtence que, pour tout entber naturel n, M* = PO P!
-4+ 8 E-F
-3+ 8 15-4 E

En déduire que, pour tout entler naturel »n, une expression de iy et yy en foncton de .

3. On admet que, pour tout entier naturel n, M" = (

4. Montrer que, pour tout entber naturel n, le polnt A, appartent & la drofte S *

Asie 23 juin 2016
Lobjet du probléme esr I'énede d'une méthode de cryprage, dite « chiffrement de Hill =, dans un cas

parthculier. Cette méthode nécessite une matrice de la forme

: ':I} dont les coefficlents sont des

nombres entiers cholsls entre 0 et 25, et tels que ad — be solt premier avec 26.
Cette matrice est connue seulement de I'émetteur et du destinaraire.

Les dewux parties de cet exercice sont indépendanies

Partie A: quelques résultais

1. On consbdére I'équation (E] : 94 - 26m = 1, ol d et m désignent deux entlers relatifs.

a. Donner une soluton simple de ceme équation, de sorte que o et m solent des nombres
entiers comprls entre 0 e 3.

b. Démontrer que le couple (d, m)est solution de I'équaton (E) sl et seulement sl :
Od —3) = 26{m - 1).

c. Endédulre que les solutions de I'équatbon | E) sont les nombres entiers relatifs de la forme :

o Mk +3
{m - ggep - dvec kel

2. a. Solt mun nombre entler. Démontrer que sl r = 26k — 1, avec & entler relatf, alors i et 26
s00T prembers entre eus.

b. Endéduire que les nombres 94 — 28, avec d = 26k +3 et k€ Z,_ sont premilers avec 26.

Partie B : cryptage et décrypiage

On conskdére la matrice A= [g ;)

On utilisera ke tableau suivant pour la comespondance entre les lettres et les nombres.
A B [® [F] E F G H 1 ] K L Ml
o 1 2 3 Il 5 [ 7 [ ] 10 11 12
N L] P Q E 5 T 1 v w X ¥ )
13 14 15 LG 17 18 19 fal] Zl 22 23 24 25
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Méthode de cryprage (pour un mot .

comportant un nombre pair de letires) . ik s et
1. On regroupse les letires par paires. oMA TH~
Z On remplace les lettres par les valeurs Gy = {l;] = [I_H]
assochées i 'alde du tableau précédent, et :
on place les couples de nombres obtenus
dans des marrices colonne.

: . [10& 199
3. On multplie les matrices colonne par ACi=| g4 Al = 154
la gauche par la matrice A = {? ;}

T

4. On remplace chagque coefficlent des 106 =4 = M+4 {2;}
matrices colonne obtenues par leur reste Bl =3=26+6
dans la division euclidienne par 26. On obtlent - [4]
5. On uiilise le tableau de correspon- EL Y
dance entre letires et nombres pour ob-
tendr le mot crypré.

1. En cryprant par cette méthode le mot « PION », on obtient « LEWH ». En déaillant les drapes
pour les letires « ES », crypter le mot « ESPLIOMN ».

2. Méthode de décryplage

Notation : lorsqu'on manipule des matrices de nombres entbers relatifs, on peut utiliser la no-
tathon « = «pour parler de congruence coefficlent par coefficlent. Par exemple, on peut écrire:

[lé]f‘] = [:] modulo 26 car 108 = 4 modulo 26 et 84 = 6 modulo 26

Solent a, b, x, v, ' et ¥ des nombres entiers relarifs.

On =ait que sl x = x' modulo 26 et y = 3" modulo 26 alors :

ax+ by = ax'+ by modulo 26.

Ce résultat permet d'écrire que, sb A est une matrice 2= 2, et B et  sont dewx matrices colonne
2x 1, alors:

B = C module 26 iImplique AR = AC modulo 26.
a. Erablir que la matrlce A est inveesible, et déterminer son inverse.
b. Décrypter le mot @ XOQGY.

Meétropole 12 septembre 2016

On dispose d'un dé équilibré & 6 faces numérotées de 1 & 6 et de 3 phiéces A, B et C ayant chacune un
ciité plle et un coié face.

Un jeu consiste & lancer une ou plusieurs fols le dé.

Aprés chaque lancer de dé, sl I'on obtlent 1 ou 2, alors on retourne la phice A, si l'on obtient 3 ou 4,
alors on retourne la piéce B et sh 'on obtlent 5 ou 6, alors on retourne la phéce C.

Au début du jew, les 3 plices sont toutes du cité face.

1. Dans 'algorithme cl-dessouws, 0 code le cbté face et 1 code le coné plle. 5 a code un cbté de la
pitce A, abors 1 — a code 'autre cdité de la pidce A

Variables: a, b, ¢, d, 5soni des entiers namrels

1. n somt des entlers supérieurs ou dgaux i 1
Initialisatbon: o prend la valeur O

b prend la valeur 0

¢ prend La valeur 0

Salzir n
Traltement : Pour § allant de 1 & n falre

d prend la valeur d'un entier aléatoire compris
entre 1 et
Sld=2
abors a prend la valeur 1 —a
sinon Sl d € 4
abors b prend la valeur 1 — b
sinon ¢ prend la valeur 1 - ¢
Finsl
Finsl
5 prend la valeur a + b+ ¢
FinPour
Sortie: Afficher s
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a. On exécute cet algorithme en salslssant n = 3 et en supposant gue les valeurs aléatoires
générées successlvenent pour d sont 1; 4 et 2. Recoplier et compléter be tableau donné
cl-dessous contenant 1'érat des varlables au cours de I'exécution de I'algorithme

variahles i o a b Iy ]

initializatin

1" passage boucke Pour

2" paszage boucke Pour

3" passage boucke Pour

b. Cet algorithme permet-il de savolr sl. aprés une exécuton de w trages, les rols pieces
sont du cheé pile?

2. Pour tout entier naturel n, on note :
= X, I'dsvénement : « A l'issue de i lancers de diés, les irols pices sont du ciié face »
s ¥, événement ! « A l'issue de i lancers de dés, une seule plivce est du coté plle et les autres
sont du ché face »
= 2y l'évenement : « A l'lssue de 1 lancers de dés, exactement deux pléces sont du céié pile et
Tautre est du ciwé face »
» Ty l'évbnement =« A 1'lssue de m lancers de dés, les roks pitces somt du coté pile s
D plus on note, x, = plXy): ¥ = piY,): 2, = pld,) et &, = p(T,) les probabilitdés respectives
des événements X, ¥, £, et T,
a. Donner les probabilités xo o, Zo et i respectives qu'au début du jeu ily alt 0. 1, 2 0u 3
pltces du ofié pile.

b. Recopler |'arbre ci-dessous et compléter les probabilités sur ses branches :

Antilles-Guyane septembre 2016

Parmil les ordinateurs d'un parc informatique, 60 % présentent des failles de sécurité. Afin de pallier
ce probléme, on demande & un technicien d'intervenir chagque jowr pour iraiter les défaillances.

On estme que chaque jour, Il remnet en état 7% des ordinateurs défalllants, tandis gue de nouvelles
failles apparaissent chez 3% des ordinateurs sains. On suppose de plus que le nombre d'ordinateurs
est constant sur la période émdiée.

Pour tout entier namurel B, on note a, la proportion d'ordinateurs sains de ce pare informatigue au
bout de # jours d’intervention, et by la proportion d'ordinateurs défaillants au bout de » jours.
Alnsl ag = 0,4 et In = 06,

Partie A

1. Décrire la situation précédente & I'alde d"un graphe ou d'un arbre pondéré.
2. Déterminer a, et by,

3. Pour tout entier naturel o, exprimer dy. et Mg en foncton de a, et by,
0,97 0,07 _[an

o, 03 |:|,93)' Om pose Xy = [b,‘)'

a. Justifler que pour Tout enter nansel &, X, = AX,.

4. Solt la matrice A= [

b. Montrer, par récurrencs, que pour tsut entber naturel g, X, = A" Xo.

c. Calculer, & 1'aide de la caleulatrice, X5, En donner une interprétation concréte (les coef-
ficlents seront arrondis au milliéme).

Partie B

0,8 O _ [mo7
I.ﬂnpuseﬂ-(n D,E]ﬂﬁ_[ ]

0,03
a. Justifier que, pour tout entler namrel B, @y + by = 1.
b. Montrer que, pour tout entber naturel n,

Xgsi=DXy+B.
2. {n pose, pour tout entier naturel n, ¥Yy= X, - 108.
a. Montrer que pour tout entler namrel n, ¥,,, = DY,.

b. On admet que pour tout entler namurel B, ¥ = D" ¥
Em déduire que pour tout entler natrel », X, = D% (X — 108) + 108,

c. Donner I'expression de Dt panis en déduire ag. g et bys en fonction de i
3. Selon cette érude, gue peut-on dire de la proportion d'ordinateurs défalllanis sur le long terme 3%
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Nouvelle-Calédonie 19 novembre 2016

On observe la taille d'une colonie de fourmis tows les jours.

Pour tout entier namurel # non nul, on note &, le nombre de fourmds, exprimé en milliers. dans cete
population au bout du n-beme jour.

Au début de 'étude la colonbe compte 5000 fourmis et au bout d'un jour elle compie 5 100 fourmis.
Alnsl, onawy=5et by =5,1.

On suppose que |'accroissement de la tallle de la colonie d'un jour sur 'awtre dimdnue de 100 % chague
jouar.

En d’auires termes. pour tout entier naturel w,

tine2 — Huel = 0,9 8ns1 — Unl.
1. Démomntrer, dans ces conditions, que u; =5,19.

2. Pour tout entier naturel o, on pose Vy = [":* ; ] etA= (1,9 _“'9].

1 a
a. Démontrer que, pour tout entler naturel B, on a v, = AV,
On admet alors que, pour tout entier natrel n, Vg = AV

b. On pose F= (D.IB :} Om admet que la matrice P est inversible.

Al'aide de la calculatrice, déterminer la matrice B2

En détaillant les calculs, déterminer la matrice I définle par O = Pl AP,
. Démontrer par récurrence que, pour tout entber naturel B, ona

At = pOrp-l

Pour tout entier naturel n, on admet que

s — Wb = 0,94 4 10 1u=n.9~'1—9)

IR L ET R 1] 0= 0,9 —9
d. En déduire que, pour tout entier naturel B, ty =6-0,9"

3. Calculer la tallle de la colonie au bowt du 10° jour. On arrondira le résuliat & une fourmi prés.
4. Calculer lalimite de la suite (k). Interpréter ce résuliat dans le contexte.*

Ameérique du Sud 24 novembre 2016

Les entiers naturels 1, 11, 111, 1111, ...sont des rep-units. On appelle ainsl les entbers nanrels ne
s'éerivant qu'avec des 1.

Four tout entier naturel g non nul, on note N le rep-unit s'écrivant avec p fiols le chiffre 1

E=p=1 .
Np= 11..1 = } 10"
(]
L—— =
[
R

Dans tout 'exercliee, p désigne un entier naturel non nul.
Lobjet de cet exercice est d'étudber quelgues propriétés des rep-uniis.

Partie A : divisibilité des rep-uniis dans quelques cas particuliers

1. Montrer que Ny n'est divisible nl par 2 ni par 5.
2. Dans cette question, on émdie la divisibilicé de N par 3.
a. Prouver que, pour tout entier namrel §, 10V = 1 mod 3.
b. En déduire que Ny = p neod 3.
. Déterminer une condition nécessalre et suffisante pour que le rep-undt Ny solt divisible
par 3.
3. Dans cette question, on émdie la divisibilicé de N par 7.

a. Recopler et compléter le tableau de congreences ci-dessous, oil a est "unbgue entler rela-
tif appartenant 4 §-3; —=2; —=1;0;1; 2; 3} tel que 10™ = a mod 7.
Ot e demanede pes de fust fication.

L] 0 1 2 3 1 5 &
[
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b

o

d.

Solt p un entler naturel non nul
Montrer que 10 = 1 mod 7 s er senlement si p est un multdple de 6.
O povirra wriliser la division euclidienne de p parg.
1w -1

T
Démontrer que « 7 divise N, » est équivalent & « 7 divise 3, ».

Justifier que, pour tout entler nature p non nul, &, =

En déduire que Ny est divisible par 7 =l et seulement si p est un multiple de 6.

Partie B : un rep-unit strictement supérieur & 1 n'est jamais un carré parfait

1. Soit mun entber naturel supérieur ou égal & 2.
Om suppose que 'écrinre décimale de n° se termine par le chiffre 1, 2est-4-dire n° = 1 mod 10,
a. Recopler et compléter le tableau de congruences cl-dessous.

n=_.. [10] L 1 2 3 4 5 B 7 B L

2

n=... [10]

b. En déduire qu'il existe un entier namurel m tel que : » = 108+ 1 ou
m=10m-1.
¢. Concure que #* = 1 mod 20
2. Solt pun entber naturel supérieur ou égal & 2.
(juel est le reste de la diviskon euclidienne de Ny par 207

3. Em déduire que, pour p entber naturel supérieur ou égal & 2, le rep-unit N, n'est pas le carré
d'un enter.”

Pondichéry 26 avril 2017

On définit les sultes {2y et {0y par:

tig = 15 = 1 et, pour tout entler naturel 1, iy, = 20, + 305, 800, = 20, + 1y
On admertra que les termes de ces sultes sont des entiers namrels non nuls.

Partie A : Conjectures

Flore a calould les premiers termes des suites & lalde d'un rableur.
Une cople décran est donnée cl-dessous.

A B [H
1 FaFEE A TeFrme L, Lermbe 1%,
2 [1] ] 1
3 1 3 3
4 4 13 13
5 3 77 51
B 1 T 205

L. Quelles formules ont éié entrées dans les cellules B3 et €3 powr obtenir par cople vers Le
bas les termes des sultes?

2 Solt »un entber natrel.
Conjecturer la valeur de PGCDy | 1) Aucune justification n'est demandée.
3. Pour les termes de rang 10, 11, 12 et 13 Flore obtent les résuliats sulvanis :

12 10 1 258291 H38 H61

13 1l 3083 165 3355443
14 12 20 132 6549 13421773
15 13 80530637 33EET E]

di

‘ u
Elle émet la conjecture : « la suite L—] CONVETZE #.
"

(u'en penser?

Partie B : Enude arithmétigue

1. Dérmomirer [pear réCurrence e, PouT WAl emeer naturel n,on a:
2uy — 30y = (—1)A*1

2. Saolt mun entler natrel.
Déduire de la question précédente la valeur de PGCD uy § pal.
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Partie C : Etude matricielle
Pour tout entier namurel i, on défindt -

« lamatrice colonne X, = :‘”

1 3 =07 3x2%"
. ]esmrrlu:esmrées!’:(_l Z]EEI'J"= [—1ymL 22"”:]'

12
1. a Montrer que la mairice ;( } est I'inverse de £.

i -3
b. Omn admet que, pour teut entier naturel 7, ona Xy = QqF " Xo.
(—1)™*" 43 2708

5
(1) o p2ie2
5

1 =
Démontrer que, pour tout entber naturel n, on a "

My =

=1 el P

Hy —_— &3

2. a Vérifier que, pour tout entier naturel n, on a = T
" -+

b. En dédulre la limite de la suite [?]
1}

Amérique du Nord 2 juin 2017

Les parties A er B sont indépendantes
Partie A

Une assoclation gére des activités pour des enfants. Elle propose deux programmes d'activitds, le
programme A : cirgue - évell musical, et le programme B : thidire - arts plastbques.

Asa création en 2014, 'assoctation compie 150 enfants qui suivent tous le programme A.

Pour chacune des années sulvantes, le nombre d'enfants inscrits dans I"assoclation reste égal &
154

On dispose également des informatlons suivantes :

Chague enfant ne peut sulvre gu'un seul programme : sot le programme A, solt le programme B.

D'une annde & I'autre, 20% des inscrits au programme A cholslssent & nouveau le programme A,
alors que 40 % cholskssent le programme B. Les autres quinent I'assoclation.

D'une annde 4 I"autre, 60 % des inscrits au programme B cholsissent 4 nouveau le programme B
et les autres quittent I'association.

Les pouveawns Inscrits, gui compensent les départs, sulvent obligatodrement le programme A.

On modélise le nombre d'inscrits au programme A et le nombre d'inscrits au programme B du-
rant l'année 2014 + 1 respectivement par deux sultes [a,) et (b,) et on note UJ,, la matrice ligne
(ag By). Onadonc Uy =(150 0).

0,6 IZI.-I)

1. Momntrer que, pour tout entler naturel n, ona Uy = UsM ol M = [I:I 1 n&F
2. Montrer que, pour tout entber naturel n, Uy =[75+75=0.2" 75-75x0.2").

3. En déduire la répartition des effectifs 4 long termee entre les deux programmes.

Partie B

Lassoclation affecte & chaque enfant un numéro & & chiffres syezcacgesk. Les deux premiers
chiffres représentent lannéde de nalssance de I'enfant les trods sulvants sont attribwés & 'enfant
au moment de sa premiére inscription. Le dernler chiffre, appelé clé de contrdle, est caleulé au-
omatiguement de la fagon sulvante :
= on effectue la somme § = ) + 63 + 05+ @ = (2 + 4] 0il 4 est un entber compris entre 1 et9;
= on effectue la division euclidienne de 5 par 10. le reste obtenu est la ché k.
Lorsqu'un employé salsit le numéro & 6 chiffres d'un enfant, on peut détecter une erreur de saishe

lorsque le sixdtme chiffre n'est pas égal & la clé de contrile calculée & partr des cing premiers
chiffres.

1. Dans cetre question seulement, on cholsit a = 3.
a. Le numéro 111383 peut-1 émre celud d'un enfant inscrit & I'assoclation?

b. Lemployvé, confondant un frére et une seeur, échange leurs années de nalssance @ 3008
et 2011. Alnsl, le numéro 08c;cy05k est transformeé en 11c; 055k, Cette erreur est-elle
détectée grice & la clé?
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2. On note o czeacyes & le numéro d'un enfant. On cherche les valeurs de l'entler a pour les-
quelles la clé détecte systématbquenvent la faute de frappe lorsque les chiffres ez et ¢y sont
Interverts. On suppose done que les chiffres & et o4 sont distiners.

a. Montrer que la clé ne détecte pas l'erreur d'interversion des chiffres o et ¢y si et seule-
ment &l (@ - 1} (g — £3] est comgru & 0 modulo 10,

b. Déterminer les entlers n compris entre O et 9 pour lesquels il exdste un entler p com-
pris entre 1 et 9 el que mp =0 (10}

. En déduire les valeurs de l'entier @ qul permertent, grice & la cbé, de détecter syseé-
matbquement I'interversion des chiffres c3 et cq.

Liban 5 juin 2017

Un numéro de carte bancaire est de la forme

ol iz 633 (T 615 06 A7 Qg s i) ] @z d] a4 158

oil &), @z, ..., a5 el ¢ sont des chiffres compris entre 0 et 9.

Les quinze premiers chiffres contlennent des informations sur le tvpe de carte, la banque et le
numérn de compte bancalre.

¢ est la clé de validarion du numéro. Ce chiffre est caleulé 4 partr des gquinze autres.
Lalgorithme sulvant permet de valider la conformité d'un numéro de carte donné.

Initialisation : ! prend la valeur 0
P prend la valeur 0
R prend la valeur 0
Traitement : Pour k allant de0 47 :
R prend la valeur du reste de la division euclidienne de 245, , par9
I prend lavaleur I + R
Fin Pour
Pour k allant de 1 47 ¢
| #prend lavaleur F+ a
Fin Pour
5 prend la valeur [+ P+c
Sortie: 5 5 est un multiple de 10 alors :
| Afficher « Le numéro de la carte est correct. »
Simon :
| Afficher « Le numérno de la carte n'est pas cofrect. »
Fin &1

1. On consbdére le numéro de cane suivant : 5635 4002 9561 3411.
a. Compléter le tableau en annexe permettant d'obtenir la valeur finale de la variable I.
b. Justifier que le nunéro de la cane 5635 4002 9561 3411 est correct.

. On modifie le numéro de cette carte en changeant les dews premiers chiffres. Le pre-
mier chiffre (inddalement 5] est changé en 6.

(el doir étre le deuxiéme chiffre a pour que le numére de care obrenu
Ga35 4002 9561 3411 reste cormect?
2. Omn connait les quinze premiers chiffres du numéro d'une carte bancaire.
Montrer qu’il existe une clé ¢ rendant ce numéro de carte correct et que cette clé est unigue.
3. Un numéro de carte dont les chiffres sont tows égaux peut-il Sme correct? 51 ouwl, donner
touws les numéros de carte possibles de ce type.

d. O effectue le test sulvant : on intervertit deux chiffres consécutifs distinects dans un nu-
mérno de cane correct et on vérifie si le numéro obitenu reste correct.

On a trowve une situation ol ce n'est pas le cas, 1'un des deux chiffres permutés valant 1.
Peut-on déterminer I'autre chiffre permuté?*

A rendre avec la cople

Exercice 4 - (uestion 1. a.
Candidats ayant sui l'enseignement de spécialiné

k o 1 2 3 L 5 [} 7
2kl
a3y
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Centres étrangers 13 juin 2017

Larbre de Stern-Brocot a été découvent séparément par le mathématiclen allemand Moritz Abra-
ham Stern { 1858 et par Achille Brocot (1861), hodoger frangals qud I'a urilisé pour concevolr des
systémes d'engrenages avec un rapport entre rouages proche d'une valeur souhalide,

Cet exerchee aborde la méthode avec des matrices camdes.

On consbdére les deux matrices & = [: I:] et = Ll. 1].

On construdt un arbre descendant & partir d'une matrice initdale, de M
la fagon sulvante : de chague matrice carrée M de I'arbre partent
deux nouvelles branches vers les deux autres matrices M = G (4 /\
gauche) et M = [ (& drolte). Ces deux nouvelles matrices sont ap-
pelées bes marrices filles de M.

1

M= i3 M = I

1 0
Dans la méthode considérée, on prend comme matrlce initiale la matrice [ = {I:I I}'

Sujet de spé 20

1. Détermdner les deux matrlces manquantes A et B, dans la rolsiéme ligne de I'arbre de
Stern-Brocot cl-dessous.

r—
o =
-0
—_—

)
[\ /\
S

Dans la sulte de l'exercice, on admet gque pour toute matrice M = (: :) de arbire de

[

..a-"""'f"j""“‘--..k
Eﬁf,f"

Stern- Brooot, les nombres a, b, ¢, d sont des entiers vérifian =
b+d £0.

2. Om assoche & une matrice M = {: ;) de "arbre de Stern-Brocor la fractlon ;+; . Muontrer
+
que, dans cette assoclation, le trajet « gauche-droite-gauche « & partir de la matrice initiale

3
dans Iarbre, aboutit & une matrice correspondant & la fraction 5

3. Solt M= {: ;,] une mairice de I'arbre. On rappelle que a, b, ¢, d sont des entlers.

Om note Ay = ad — be, la différence des produits diagonaux de cette matrice.
a. Montrer que sl ad — be =1, alors dia+ ¢) - clb+d) = 1.

b. En déduire que si M = [: :) est une mairice de I'arbre de Stern-Brocot telle gque
Ang = ad — be = 1, alors Ay = 1, ¢'est-d-dire que la différence des produis diago-
naux de la matrice M = ¢ est aussi dgale 4 1.

{in admet de méme gue Ayr.p = 1, et que toutes les autres matrlces W de 'arbee de
Stern-Brocot wérifient Pégalié Ay =1.

4. Déduire de la questlon précédente gue toute fraction assockée 4 une mairice de I'arbre de
Stern-Brocot est brréductible.

5. Salt m et n deux entlers naturels non nuls premiers entre e Alnsi la fraction % st frrd-
ductible. On considére |'algorithme sulvant

VARIAELES : m et mosont des entlers naturels non nuls et premiers entre eux
TRAITEMENT :  Tant que m # n, faire
Slm=n
Afficher « Gauche =
n prend la valeur n—m
Slnon
Afficher « Drolte »
m prend la valeur m—n

a. Recopler et compléter le tableau subvant, Indiguer ce qu'affiche I"algorithme lors-
qu'on le fait fonctdonner avec les valeurs m=detn=7.

Affichage
[ [
n

b. Conjecturer le rile de cet algorithme. Vérifier par un caleul matriciel le résuliat fournd
avec les valeurs m=4etn=7.



Polynésie 14 juin 2017

Les parties A er B sont indépendariies.
Une personne a mis au polnt le procédé de cryptage sulvant :

— A chagque lettre de I'alphabet, on associe un entler i comme indiqué ci-dessous :

A B i b} E F G 1 ] K L M
] 1 2 3 1 5 B i g9 10 11 12
N [i] P 0 R a3 L. U v W X Y F
13 14 15 16 17 18 19 ) 21 22 23 24 5

— {n cholslt deux entiers a et b comprls entre 0 et 25,

— Tout nombre entler » compris entre 0 et 25 est codé par le reste de la division enclidienne
de an + b par 36

Le tahleau suivant donne les fréquences [ en pourcentage des letires utilisées dans un texte éerit
en frangais.

Letire A B L 1] E F G H I ] K
Fréguence | 842 | 1oz | 2,64 | 338 | 1587] 054 1,4 | 0,77 | 8741 | 089 | 00D | 533 | 3,23

Lerire N ] P Q ;] ] T u W W X ¥ Z
Fréquemce § 704 [ 513 | 286 | 006 | 646 | 750 | 7,55 | 624 | 215 | 000 | 030 | 024 | 032

Partie A

Un texte écrit en frangals et suffisamment long a éié codé selon ce procédé. Lanalyse fréguen-
telle du texte codé a montré qu'll contbent 15,9 % de O et 9.4 % de E.
On souhalte déterminer les nombres a et b gui ont permis le codage.

1. Quelles letires ont été codées par les lenres O et E?

2. Montrer que les entlers « et b sont solutbons du systbme

da+bh = 14 [26]
b = 4 |[26].

3. Détermdner tous les couples d'entiers (a , b) ayant pu permetire le codage de ce texte.

Partie B

1. Oncholkita=22etb=4.

a. Coder les letires K et X
b. Cecodage est-ll envisageable?

2 Oncholslta=9et h=4d.

a. Monirer que pour [ows entiers naturels et m, ona:

mE9n+4 [26) = n=3m+ 14 |26

b. Décoder le mot AC).

Antilles-Guyane 16 juin 2017

On consbdére la sulte définle par son prermibes terme g = 3 et, pour tout entler naturel B, par
Biage] = 2Hg + b
1. Démontrer que, pour fout entber naturel n,

Uy =922 -6
2. Démontrer que, pour toul entber » = 1, &, est divisible par 6

On définit la suite d'entlers (v, par, pour tout entler namarel = 1, v, = —.
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3. On consbdére affirmation : « pour tout entler namrel n non nul, 1, est un nombre pre-
mier s,
Indiquer si cette affirmation est vrabe ou fausse en justifiant la réponse.
4. a Démontrer que, paour tout entber n = 1, v — 20 =1
b. Endéduire que, pour tout entber n = 1. 1, et ¢, Sont prembers entre eux.
€. [ndéduire, pour tout entier n = 1, le PGCD de g et tga-
5. & Vérifier que2® =1 (3]
b. En déduire que si n est de la forme 4k + 2 avec & entber naturel, alors wy est divisible
par 5.
. Le nombre i, est-il divisible par 5 pour les autres valeurs de 'entler namurel n?
Jusrifier.

Métropole 21 juin 2017

On appelle » iriangle rectangle presque lsocéle . en abrégé TRPL, un riangle rectangle dont les
ciités de 'angle drolt ont pour lomgueurs x et x + 1, et dont I'hypoténuse a powr longueur y, ol x
et y sont des entiers narurels.

Alnsl, un TRPI est un triangle rectangle dont les longueurs des cotés de langle drolt sont dewsx
nombres entiers consécutifs et dont la longueur de hypoténuse est un nombre entler.

Sile riangle de coités x, x+1 et y, ol ¥ est

i ¥ la longueur de Vhypoténuse, est un TRP],
on dira que le couple (x ; ¥ définlt un
THPL
x+1
Partie A

1. Démontrer que le couple d'entbers namrels (x; ) définit wn TRPI sl, et seulement sk on a

Y=l s2xsl

2. Montrer que be TRPI ayant les plus petits cbids non nuls est défind par le couple (3; 5).
3. a Solt w un entler naturel. Montrer que si n° est impalr alors i est impair.

b. Montrer que dans un couple d'entlers (x ; y) définlssant un TRPL le nombre y est
nécessalrement mpalr.

4. Montrer que si le couple d'entlers naturels (x ; y) définit un TRPL, alors x et y sont premiers
enine e

Partie B

On note A lamatrice carrée : A= [i ;}et B la matrice colonne : §= (:}
Sobent x et y deux entiers naturels; on définit les entiers naturels ¥’ et ' par la relation :

(-4

L. Exprimer x' et " en fonctlon de x et y.
a Monirer que : y= —2x'(x' + 1] = y* —2x(x +1).
b. En déduire que sile couple (x; v définii un TRPL, alors le couple [ 1 ; ') définli éga-
lement un TRPL

2. Om considére les suites (x, )00 1 (V) d'entlers naturels, définles par

nohl
ap =3, yo = 5 et pour tout entler nanrel (j“:] =4 i"}+ﬂ.

4 L]
Montrer par récurrence que, pour tout entler namrel 1, le couple [x, : ¥, définit un TRPL

3. Déterminer, par la méthode de votre cholx que vous préciserez, un TRPI dont les longueurs
des ciités sont supérleures & 2017,
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Asie 22 juin 2017

Un hit est un symbaole informatique démentalre valant salt 0, sodr 1.

Partie A : ligne de transmission
Une lgne de transmissbon transporte des bits de donnédes selon le modile sulvant @
— elle transmet le bit de fagon correcte aver une probabilité g

— elle transmet le bit de fagon erronde (en changeant le 1 en 0 ou le 3 en 1] avec une probabi-
lig 1 —p.

On assemyhle bout & bout pluskeurs lignes de ce type. et on suppose qu'elles introdulsent des
erreurs de facon indépendante les unes des autres,

On étudie la transmibssion d'un seul bit, ayant pour valeur 1 au début de la rransmission.
Aprés avolr traversé x lignes de transmission, on note

— pw la probabilité que le bit regu ait pour valeur 1
— iy, la probabilité que le bit recu alt pour valeur 0.

On adone pe =1 et go =10
On définit les matrices sulvantes :

e, 1) meez) e )
l-p p Gu 1 -1
On admet gue, pour tout entler m, on a: Xz, = AX, etdonc, X, = A"X;.

1. & Monmer que P est inversible et déterminer

el
b. Onpose:D=|o _ * T Xo:=T1on
pose-=lo 2p—il -
Vérifier que: A= PDP". o M
. Montrer que, pour tout enther n = 1, 2 [ P:=l110 00, -1) ]
] 1
A= pnRpel 1 -1 "
3 | D=L 02 p-1]
d. En vous appuyant sur la cople d'écran d'un 1 0
lergiciel de calcul formel donnée cl-contre, dé- 0 Zap-—1 M
terminer I'expression de g- en fonction de n. 73 s n = Fi-1)+ X0
2. (n suppose dans cette questlon que p vaut 0,98, [Zxp—11"+1
On rappelle que ke bit avant ransmission a pour F M
valeur 1. On souhaite que la probabilité que le bit ZExp—1r +1
recu alt pour valeur 0 solt inférbewre ou égale 40, 25. —

Comblen peut-on, au maximum, aligner de telles
lignes de transmission ?

Partie B : étude d'un code correcteur, le code de Hamming (7, 4)

On rappelle qu'un bit est un symbole Informarique élémentaire valant soit 0, solt 1.
On consbdére un « mot « formé de 4 bits que I'on note by, b, b et by.
Par exemple, pour le mot« 1101 s, ona by =1, =1 =0ethy = 1.
On ajoute & cette lste une cfé de conimdle o c2c3 forme de trods bits :
— &7 est le reste de la divislon euclidienne de b + bs + by par 2;
— ¢ est le reste de la divislon euclidienne de by + b + by par 2;
— ¢z esl le reste de la di vision eudidienne de By + o + by par 2.

On appelle alors « message « la suite de 7 bits formée des 4 bits du mot et des 3 bits de contrdle.

1. Préliminaires
a. Justifier que ¢, £ et ¢y ne peuvent prendre comme valeurs que 0 ou 1.
b. Calculer la clé de contrile associée au maot 1001.
2 Salt by bs by un mot de 4 bits et ¢y e;05 la clé assochde.
Démontrer que skon change la valeur de by et que 'on recaloule la clé, alors -

= lavaleur de ¢y est inchangée;
= lavaleur de ¢; est modifiée;
» lavaleur de c3 est modifide.

3. On suppose gue, durant la transmisslon du message, au plus un des 7 hits a éué transmis
de fagon erronde. A pantir des quatre premiers bits du message recu, on recalcule les 3 bits
de contrdle, et on les compare avec les bits de contrile regus.

Sans justificatbon, recopler et compléter le tableau cl-dessous. La lettre F slgnifie que le bit
de conrile recu ne correspond pas au bit de contrdle caleuld, et fque ces deux bits sont
[T
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oomtrile
cadruabd
o1 I
[ F
[ F

d. Justifier rapidement, en vous appuyant sur be tablean, que sl un seul bit regu est erroné, on
peut dans tous les cas dérerminer lequel, et corrlger l'erreur.

5. Voicl deux messages de 7 hits :

A=01N010 et B=110101.

Om admet que chacun d'eux comporte au plus une erreur de ransmission.
Diire &°lls comportent une erreur, et la corriger le cas échéant.*

Antilles-Guyane 7 septembre 2017

1. Saoit prun entler reladf donne.
On 'intéresse dans cette question 4 'équartion | £y

Jr+dy=p

ol (x; yhest un couple d'entlers relatifs.
a. Vérifier que le couple (—p : p) est une soluton particulitre de I'équation.

b. Démontrer que l'ensemble des solutions de (Eg) est I'ensemble des couples de la
forme
[-p+4k: p—3kjoi kest un entler relatif.

Dans la suite de I'exercice, l'espace est munl d'un repére orthonormeé {1’!. T, T T]
On consbdére le plan 2 d'équation cartéskenne

Gr+Hy—z=0
2. Solt My un point de coordonnées (% ; vo: Zo) qui appartent au plan 2 et dont les trols
conrdonnédes sont des entlers relatlfs.
a. Démontrer que Zo est palr.
b. Omn pose z; = 2p o pest un entier relarif.
Prouver que le couple (X5 : ¥) est solution de équation [Eg].

. Enurilisant la questlon 1., déterminer I'ensemble des points du plan 5 & coordonnédes
entiéres.

3. Anout padnt M de conrdonres (x; v 2], on assocle le polnt M de coordonnées (' : ' ; 2')

avec
x' 3 TS mu] x
¥Yl=156 41 -—naa]|yl.
£ X -3 29 J z

a. Montrer que 6x" + By’ — ' = 101i6x + 8y — z).

b. En déduire que sile point M est un podnt du plan 22, alors le point M7 est aussi un
paint du plan 5.

. Solt A la drolte perpendiculaire & 5 passant par O,
Momtrer que sile point M appartient & A, alors le point M appartent aussi a A

Métropole 12 septembre 2017

Partie A

Dans|’espace rapporté & un repére orthonormé | O, 5 T T}.nncnns:d.ére]es points A(L; 5 —2),
BI7: —1:31etC[-2; 7 —2) et on note & le plan (ABC).
On cherche une équation cartésienne du plan 2 sous la forme @ axr+ by+ecz=73. ob a, bet e
sont des nombires réels.

) (1)

hlet¥={1}].

0

On note X et ¥ les mairbces colonnes : X =

P
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1. Montrer que X vérifie la relatlon : MX = 73¥, ol M est la mairice
1 5 -2
M= ( 7 -1 3 ]
-2 7 -2

19 4 =13
= Snl.tNana[rlce:N:[—E 6 17 ]
-47 17 36
A l'side d'une calculatrice, on a ealeulé les produits M = & et N = M, et on a obtenu les
coples d'éeran suivantes :

Powr Mf = A : Pour N' = M :
Ans 1 2 3 Amns 1 2 3
1|73 (1] 1] 1] 73 ] (1]
2 1 73 o 2 o 73 L1}
3 ] o 73 3 a 0 3

Al'aide de ces informations, justifier que la matrice M est Inversible et exprimer sa matrice
inverse M en fonction de la matrice N,
3. Montrer alors que : X = NY.
En déduire que le plan 2 admet pour équation cartéslenne :
1x + 15+ 62 =T3.

Partie B

Lobjectif de cette partie est N'étude des points & coordonnées entiéres du plan & ayant pour
équation canéslenne : 10x + 15y + 6z = T3,

1. Salt Mix: y: z) un point appanenant au plan 2 er au plan d"égquation z = 3. On supposs
que les coordonndes x, y et 2 appartdennent & ensemble Z des entlers relatifa.
a. Montrer que les entlers x et y sont salutons de éguation
[E}:2x+3y=11.
b. Justifier que le couple (7 —1) est une soluton parteuliére de (F) puls résoudre |'égua-
thon [(E] pour x et y apparenant & Z.

. Montrer qu’il existe exactement deux polnts apparnenant au plan # et au plan d'égqua-
thon £ = 3 et dont les coordonndes appartennent & lensemble M des entlers naturels.
Déterminer les coordonnées de ces deux polnts.

2. Dans cette question, on se propose de déterminer tous les polnts Mix ; y; z] du plan 5
dont les coordonndes sont des entbers nanirels.
Sobent x, y et z des entlers naturels tels que 10x+ 15y + 6z = 73
a. Montrer que y est Impair.
b. Montrer que:x=1 [3]. Onadmet que:z=3 [5].
c. Onpose alors: x =1+3p, ¥y = 1+2q et 2=3+5r, 0b p, 4 et r sont des entiers naturels.
Montrer que le podnt Mix ; y: z) appartlent au plan 5 sl et seulement sl p+g+r=1.

d. En déduire qu'll exdste exactement roks points du plan 2 dont les coordonnées sont
des entiers naturels. Déterminer les coordonnées de ces points.

Amérique du Sud 21 novembre 2017

Dans un jeu vidéo en ligne, les joueurs peuvent décider de rejoindre l'équipe A (stanit noté A) ou
I'équipe B (statut noté B) ou bien de n'en rejoindre aucune et rester ainsl solitalre (stamt noté S).
Chague jour, chague joueur peut changer de statut mals ne peut pas se retirer du jew.
Les données recuelllies sur les premiéres semalnes aprés le lancement du jeu omt permis de dé-
gager les tendances suivantes
= un joueur de I'équipe A y reste le jour suivant avec une probabilité de 0,6: il devient jouweur
solitalre avec une probabilivg de 0,25, Sinon, il rejoine I'équipe B;
= umn joweur de léquipe B y reste le jour suivant avec une probabilité de 0.6: sinon. il devient
Joueur solitaire avec une probabilité identique & celle de rejolndre U'éguipe A;

1
= un joueur solitaire garde ce statut le jour sulvant avec une probabilité de —; il rejoint |'éguipe
i
B avec une probabilité 3 fols plus élevée que celle de rejoindre I'éguipe A-
Au début du jew, & la clbture des inscriptions, tous les joueurs sont solitaires.
O note Uy = (@, By £4) Pétar probabiliste des staturs d'un jowseur au bout de i jours. Alnsi
iy, est la probabilité d'étre dans I"égquipe A, b, celle d'étre dans I'équipe B et 5, celle d'étre un

joueur solitaire, aprés n jours de jew.
Omadone: ag =0, by =08t 5,=1.
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1. {n note pla probabilité qu'un jowewr solitaire un jour donné passe dans I'égquipe A le jour
suivant. Justifier que p = i.

14
- N
5
3
Recopler et compliter be graphe probabi- T}
liste cl-conire représentant la sinuation.
A Ll
2 3 1
5 M 3
b. Omn admet gue la matrice de transition est T = % i i -
2 3 1
W W T

Pour tout entier naturel n, on a done U, , = U, T.
Momtrer alors gue, pour tout entier naturel i, on a Uy = Up T
. Déterminer I'étar probabiliste au bourt d'une semalne, en arrondissant au millitme.
3. Onopose V= (300 405 182).
a. Donner, sans détailler les caleuls, le produkt matrickel ¥ T. Que constate-t-on®
b. En déduire un état probabiliste qui reste stable d'un jour sur 'awtre.

4. Om donne I"algorithme suivant, ol la commande « U]i] » renvole be coefficient de la § -tme
colonne d'une matrice ligne [f.

Varlables & un entier narirel

I/ une mairice de taille 1 =3

T une mairice carmée d ordre 3
Traltement | I prend lavaleur [0 0 1]

=1

T prend la valeur

e v e
e wina
=al= = al=

Pour k allantde 1 47

IF prend la valeur UFT
Fin Pour
Sortle Afficher U[1]

a. (uelle est la valeur numérlgue arrondie au millitme de la sortbe de cet algorithme?
Linterpréter dans le contexte de I'exercice.

b. Recopler et modifier cet algorithme pour qu'il affiche la fréquence de joueurs soli-
taires au bout de 13 jours.

Nouvelle-Calédonie 19 novembre 2017

Dans un territoire donné, on s"intéresse & Pévolution couplée de deux espices @ les buses (les
prédateurs) et les campagnols (les profes).
Des scientifiques modélisent, pour out entler naturel #, cette évolution par =

by = 1000

om = 1500
Busr = 0,3by +0,5¢,
Cuwl = —U,:-Illh + 1,3y

oil by représente approdmativement le nombre de buses et g le nombre approdmatifl de cam-
pagnals le 177 juln de I'année 2000 + » (o0 & désigne un entler naturel).

0,3 035

1. On note Ala matrice
{—u,.—'. 1.3

] et, pour tout entber naturel m, I la matrice

L]
enlonne (Y
Ly

1050
'y iy
a. Vérifier que i1, = [1-15[!) et calculer [f5.
b. Viérifier que, pour tout entier namrel i, Dy = ALl

: 1 D 0.8 05 v o
On donne les matrices P = El ]),T-{u UIE]EII—(U I}'
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2. On admet que P a pour inverse une matrice () de la forme {; I:] ol & est un réel.

a. Déterminer la valeur de a en justifiant.
b. Onadmer que A = PT.

Démontrer que, pour toul entler R non nul, on a
At=PTHA.
. Démontrer & |'alde d'un ralsonnement par récurrence que, pour tout entier 7 non nul,
_[.8" 0,5m=08%"
T 0 08" ¥

3. Lucle exécute l'algorithme cl-dessous et obtient en sorthe & = 400
Cuelle conclusion Lucle peut-elle énoncer pour bes buses et les campagnols?

Inittalisation : N prend la valeur 0
B prend la valeur 1 D00
 prend la valeur 1500
Traltement: Tantque B>2ou =2

N prend la valeur N+ 1
R prend la valeur B
B prend la valeur 0,38 +0,50C
 prend la valeur —0,58 + 1,30

Fin Tant Que

Sorthe :  Afficher N

4. Omn admert que, pour tout entber natured 7 non nul, on a

625
]I:H:l.lull,ﬁ"+—2 TELIE: o
=
625
]5m=0,3"+Tu-=I:|,ﬂ’-'

ngloxl 1",

a. En déduire les limites des sultes () et (cq)-

b. Des mesures effeciuées dans des territolres comparables montrent que la population
de campagnals reste toujours supérieure & au moins 50 indivdus.

A la lumiere de ces informations, le modide proposé dans lexerclce vous parait-il co-
héremt?
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