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Nombre dérivé d'une fonction en un réel a : quelques rappels
Ex 5-1 : Vrai ou faux : restituer les notions du cours

1) Pour savoir si une fonction est dérivable en a , on regarde la limite

. fla+h)—flal

h lorsque h tend vers 0.

2 ) Pour savoir si une fonction est dérivable en a , on regarde la limite

de flx)—fla)

‘—a lorsque X tend vers a .

3) Il est possible qu'une fonction ne soit pas dérivable en un réel a .

4) Si une fonction f est dérivable en a , la tangente & la courbe
représentative de f au point d'abscisse a@ admet pour équation

y=f'la)(x—a)+fla) .

Ex 5-2 : Déterminer f'la) a I'aide d'un graphique.

Dans chacun des cas ci-dessous, on consideére la courbe représentative Cf
d'une fonction f , et A un point de Cf d'abscisse a .

Déterminer f'(a) .

1) 2) 3)

Ex5-3:

Déterminer si le nombre dérivé de la fonction f en a existe et, si c'est
le cas, calculer f'(a) .

1) f:x — xVx , a=0

2) f:x — |x=3| , a=3

3) fix — X+x+1 , a=—1

corrections : http://pierrelux.net
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4) f:x — XVx , a=0

5) f:x — |x=5] , a=3

corrections : http://pierrelux.net

Formules de dérivation : quelques rappels
Ex5-4:

D représente un intervalle ou une réunion d’intervalles disjoints.
Soit u et v deux fonctions dérivables sur D et k un réel.

Fonction f Fonction dérivée f’ Dérivable sur :

| f:x — k (keR)

2) fix — x

3) fix — x

4) fix — X"
(neZ*)

5) ku

6) u+v

7) uv

Sipour toutréel a de D, vla)#0

8) 1
v
9) u
\%

Compléter :
Toute fonction polyndme est dérivable sur ...

Toute fonction rationnelle est dérivable sur ...

La notation f°g ou veou

Pour les exercices concernant les composées de fonctions, il faut toujours
en premier lieu déterminer I’ensemble de définition de fog avant de
donner une expression de fog(x)

Ex 5-5 : Déterminer fog et gof

On consideére les fonctions : f:x +— et g:x — x+4

-3
1) Déterminer fog .
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2 ) Déterminer gof .

Ex 5-6 : La notation f>

. J 2
Dans chacun des cas ci-dessous définir f

Attention : Ne pas confondre cette notation avec la puissance d'une fonction pour la
multiplication des fonctions.
Par exemple, sin’ désigne couramment le carré de la fonction sinus.

Généralement, le contexte de 1’exercice, nous évite de faire cette confusion malheureuse.

1) fix — x

2) f:XI—)i

corrections : http://pierrelux.net

3) f:xr— 4x-3

Ex 5-7 : Trouver u et v

Dans chacun des cas, déterminer 1’expression des fonctions v et u
telles que f = vou .
Dans cet exercice, on ne tient pas compte des ensembles de définition.

1) fix— V3x’=5

2) f:x — +Jcosx+l

3) f:X — exLS

4)  fix — sin(3x°—2)

5) f:x+— (4x2+5x+1)3

6) f:x— (%+ x)6
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Ex 5-8 : Dérivées de fonctions composées

Sans se préoccuper des ensembles de définition et de dérivabilité,
déterminer dans chacun des cas de I’exercice 7 les dérivées des fonctions
u, v puis f.

1) f:x — y3x*—5

2) f:x — cosx+1

3) fix = 0

4)  fix = sin(3x’=2)

5) fix— (4x2+5x+1)3

corrections : http://pierrelux.net

6) f:x — ($+«/;)6

Dérivées successives
Ex 5-9 : Dérivées successives

1) Dans chacun des cas ci-dessous, démontrer que la fonction proposée
est dérivable sur I, et calculer sa dérivée . Etudier alors si la fonction
dérivée admet une dérivée seconde sur I, et si c'est le cas, calculer cette
dérivée seconde.

a) f:x — x*=-3x°+2 sur R

b) g:x+— 1 sur ]0;+oo]
x
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¢) hix)=vx sur [1;3]

d) iix— (—2x+1P sur R

2 ) Lorsque c'est possible, on peut continuer la dérivation . On obtient alors
les dérivées successives de la fonction f : dérivée troisiéme f | dérivée
quatriéme f* ...

Calculer, lorsque c'est possible, les dérivées troisiéme et quatriéme des
fonctions vues précédemment.

corrections : http://pierrelux.net

Convexité, concavité, points d’inflexion

Ex 5-10 : A partir d’une courbe
CONCAVE V5. CONVEX
Pour chaque courbe, déterminer les intervalles sur
lesquels la fonction f est convexe ou concave. <=
Préciser les éventuels points d’inflexion . =

sty

On considére que le comportement de la courbe se poursuit de maniére
identique en dehors de la fenétre.

1) Fy
2_
Ly /|
--/2;-1;_ 1 2
/
L
2) A 7
11/
11
— o | ™"
-2-h9 1 2
=11
3)
2

4) o
——
7T
s
'y l-. \ -
219 1 2
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Ex 5-11 : A partir d’une courbe

Parmi les trois courbes ci-dessous,

déterminer celle qui représente une — H -
fonction f vérifiant : — A
-4-3-210 1 L3 4 5
- H
K .
- f est concave sur [-4 ; —2] et
sur [4 ; 5] =t 2
/ Tt 4 ‘\
P e o e
. . . -4 -3 -2 -1 | T
f’ s’annule au moins trois fois e
Y 2
\ \
\ 1= N
- la représentation graphique de f ) s 4
. . . - ,\ o - \
admet quatre points d’inflexion. i e 1 o [ O T

Ex 5-12 : A partir d’un tableau de variation de f’

Voici le tableau de variation de la fonction f’ d’une fonction dérivable sur

R .
X - ®© -2 -1 + o0
frlx) |+ 2
\ ,/1 N
\ // \\\
. e N
\ /// \\‘
0 1

1) Déterminer le sens de variation de f

2 ) Déterminer la convexité de f

3 ) Tracer dans un repére une courbe pouvant représenter f .

Ex 5-13 : A partir du tableau de signe de de f”

dérivable sur R .

corrections : http://pierrelux.net

Voici le tableau de signe de la fonction f’’ d’une fonction deux fois

X - -4

f (x) + 0 -

1) Déterminer le sens de variation de f’

points d’inflexion.

2 ) Déterminer la convexité de f ainsi que les abscisses des éventuels

3) Tracer dans un repére une courbe pouvant représenter f .

Ex 5-14 : Position par rapport aux tangentes et inégalités

2) Pourquoi peut-on étendre ce résultata R ?

1/
o o 8 08 Y
Dans le repére ci-contre, on a représenté la < Y/
courbe de la fonction f définie sur R par /
_1,3 - % # /
flx)= b} X+ n x—1 ainsi que sa tangente 2 /
au point d’abscisse 2. T4 13 T3of < T e

1) Déterminer graphiquement la convexité de f sur I’intervalle [-4 ; 4].



http://pierrelux.net/

5 . Dérivation . Compléments . exercices - page 7 corrections : http://pierrelux.net

3) En déduire que, pour tout X€R , ona % N % x—1> 14_1)(_3 Ex 5-16 : Convexité a partir de la courbe représentative de f

Dans un repére, on a tracé la courbe C;. de la fonction dérivée d’une
fonction f' dérivable sur un intervalle [-4 ; 2].

Déterminer, par lecture graphique, la convexité de f .

4) Montrer alors que x*>4 x—4

Ex5-17 :

Dans chacun des cas, déterminer la convexité de la fonction et préciser les
abscisses des éventuels points d’inflexion.

1) f estune fonction deux fois s T
Lt A - Arivé T T 1 ~ 1 "
defl,vable sur'[ 4 ,'2] QOnt la dérivée ¢ 1377h ol 1 2
f’’ estreprésentée ci-contre. V4 -1
[ -2
Ex 5-15 : Position par rapport aux tangentes et inégalités
f estla fonction définie sur [0;+o0| par f(x)=vx .
Onnote C; sa courbe représentative dans un repére.
1) Rappeler la convexité de f .
2) g estune fonction deux fois T TT< —T
dérivable sur [-3 ; 1] dont la dérivée -4 -3 / ‘_‘1 1 2
g’ estreprésentée ci-contre. LY
> Lo -~

2) Déterminer une équation de la tangente 8 C; au point d’abscisse 1.

Ex 5-18 : Lien entre les représentations graphiques de fet f*

Dans un repére, on a tracé la courbe représentative d’une o i
fonction [ deux fois dérivable sur [-1 ; 3]. 6 f‘
1 1 4 f
3) En déduire que, pour tout x de [0;+o0] , \&sgx +E Parmi les trois courbes ci-dessous, laquelle représente i j‘"
celle de la fonction dérivée seconde f’’ de f ? s T
il 2|
141
I
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Etude du signe de f"pour déterminer la concavité
Ex5-19 :

f estla fonction définie sur R par f(x)=2x’—3x’—12x+4
1) Déterminer le signe de f’’ (x) suivant les valeurs de x .

2) En déduire la convexité de f .

3) Vérifier le résultat a 1’aide d’une calculatrice.

2) En déduire la convexité de f .

Ex 5-21:

f estla fonction définie sur R par f(x)=x"—10x+36x"+1
1) Déterminer le signe de f’’ (x) suivant les valeurs de x .

3) Vérifier le résultat a ’aide d’une calculatrice.

Ex 5-20:

f estlafonction définie sur R par f(x)=x*+2x’+12x*—~8x—6
1) Déterminer le signe de f’’ (x) suivant les valeurs de X .
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2 ) En déduire la convexité de f . Ex 5-23 : Position par rapport aux tangentes

x+3
x—1"

Soit f la fonction définie sur R\ (1] par f(x)=

Onnote C; sa courbe dans un repére.
Etudier la position des tangentes & C; en 4 et en -4 par rapport a la
courbe C; .

3) Vérifier le résultat a I’aide d’une calculatrice.

Ex 5-22:

2

f estla fonction définie sur R par f(x):eX—X?+7

1) Déterminer le signe de f’’ (x) suivant les valeurs de X .

2 ) En déduire la convexité de f .

3) Vérifier le résultat a I’aide d’une calculatrice.
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Ex 5-24 : Famille de fonctions

Pour tout entier n , on considére la fonction f, définie sur R par:

f.(x)= +nx
1+e”

Onnote C, la courbe représentative de f, .
Montrer que C, admet un point d’inflexion pour tout entier n .

corrections : http://pierrelux.net

Ex 5-25 : S’entrainer a la logique

1) Justifier que les propositions ci-dessous sont fausses a 1’aide d’un
contre-exemple, éventuellement graphique.

a ) Si une fonction n’est pas convexe sur un intervalle I, alors elle est
concave sur cet intervalle.

b ) Si une fonction f est dérivable et convexe sur un intervalle I, alors
sa dérivée ' est positive sur I.

c)Si f estune fonction convexe sur un intervvalle [a;b] , telle que
fla)=f(b)=0, alors f est positive sur [a;b].
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2) Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I et C sa
courbe représentative dans un repére.

Dans chacun des cas ci-dessous, dire si I’'implication énoncée est vraie ou
fausse, puis rédiger sa réciproque et dire si celle-ci est vraie ou fausse.

a ) Si la courbe C admet un point d’inflexion, alors la fonction f est
convexe, puis concave.

b)Si f’(x) s’annule sur I, alors C admet un point d’inflexion.

Ex 5-26 : Position par rapport aux sécantes et moyenne

1) En utilisant les représentations graphiques ci-dessous, compléter les
propriétés suivantes que nous allons seulement conjecturer.

-Si f estune fonction convexe sur un intervalle I, alors :

f( a+b) <

B(b, f(b))

2

-3 -2 -1 0 1 2 3

corrections : http://pierrelux.net

-Si f estune fonction concave sur un intervalle I, alors :

)

2)Soit a et b deux réels strictement positifs, tels que a<b .
Dans chaque cas, démontrer I’inégalité en étudiant la convexité d’une

fonction bien choisie.

D eigeb
a) e? <
2
b) a+b>\/?1+\/5
2 2
2 1 1
<—+—
c) at+b 2a 2b
a) az+2ab+b2<az+b2

4

2
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EN ROUTE VERS LE BAC

Ex 5-27 : Métropole - sujet 2 (dévoilé) 20 juin 2024

Fonction exp — lecture graphique — primitives — convexité

Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur R. On note [ sa fonction dérivée et
[" sa dérivée seconde.
Dans le repére orthonormé ci-dessous ont été représentés:

* la courbe représentative ¢ de la fonction f;

* latangente T z‘i“é}- en son point N(0; 2);

¢ le point M(-2; 0) appartenant & % et P(2; 0) appartenant & la tangente T.
On précise que la fonction [ est strictement positive sur U'intervalle [0 ; +oo et qu'elle
est strictement croissante sur l'intervalle | —ec ; —1].

Partie A : étude graphigue

On répondra aux questions suivantes en utilisant le graphique.
1. a Donner f(0).
b. Déterminer f'(0).
2. Résoudre I'équation f(x) = 0.
3. Lafonction f est-elle convexe sur R? Justifier.

4. Parmiles courbes suivantes, indiquer laquelle peut représenter une primitive de la
fonction f sur R. Justifier.

Courbe 1 Courbe 2 Courbe 3

w
o L
]

Partie B : recherche d'une expression algébrigque
On admet que la fonction f est de la forme
flx) = (ax+ B)elr,

oi1 a,b et A sont des constantes réelles.
Pour répondre aux questions suivantes, on utilisera les résultats de la partie A.

1. Justifier que b= 2.
2. Justifier que —2a + b = 0 puis en déduire la valeur de a.

3. Déterminer une expression algébrique de f. Justifier.

Partie C : étude algébrique
On admet que la fonction [ est définie sur B par

flo=(x+2e™™

1. Déterminer la limite de [ en —oc.

2. Onadmet que f'(x) = (—x—1)e ~*. Dresser le tableau de variations complet de f.
Justifier.

3.  a. Ftudier la convexité de f.

b. Préciser les coordonnées des éventuels points d'inflexion de la courbe €.

corrections : http://pierrelux.net
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