THEOREME DE BEZOUT - THEOREME DE GAUSS

1) THEOREME DE BEZOUT

Théoréme de Bézout :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv=1.

Preuve :

e Supposons qu'il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv=1.
Soit D le PGCD de a et b, alors D divise a et D divise b, donc D divise au + by . Donc D divise 1. Donc D= 1.
On en déduit alors que a et b sont premiers entre eux.

e Supposons que a et b sont premiers entre eux.
Considérons I'ensemble E des entiers naturels non nuls de la forme au+bv avecue Z et ve Z.
E n'est pas vide (E contient @ ou -a, E contient b ou -b, E contient 2a + 3b ou -2a - 3b ...), donc E a un plus petit élément m.
On peut écrire m=auy +bvy avecuy e Z et v € Z

Ecrivons la division euclidienne de e parm: a=mg+r avec reIN et 0< r<m.

Ona alors: a=(auy+bvy)qg+r = r=a-(auy +bvy)g = r=a(l-uypqg)+b(-vyq)

Donc 7 est un entier naturel de la forme au+bv avec u € Z et v e Z et d'autre part r <m.
Comme m est le plus petit élément de E, on en déduit que » = 0, c'est-a-dire que a est divisible par m.

De méme on démontrerait que b est divisible par m.

Donc m est un diviseur commun a « et b.

Comme «a et b sont premiers entre eux, on en déduit que m = 1.
Onadonc 1=auy+bvy avecuyeZet vieZ.

Remarque : Le théoréme de Bézout est particuliérement intéressant pour travailler sur des expressions littérales ou sur des grands nombres.

Exemple :

En utilisant l'algorithme d'Euclide démontrons que 383 et 127 sont premiers entre eux et déterminons des entiers relatifs u et v tels que 383u + 127v =1
On peut écrire 383=127x3+2 (1)

et 127=2x63+1 (2)

Donc PGCD(383 ; 127) =1 c'est-a-dire que 383 et 127 sont premiers entre eux.

Pour déterminer u et v, I'idée est d'exprimer le 1 qui apparait comme reste de la derniére division en fonction des nombres 383 et 127.
D'apres 'égalité (2), on peut écrire 1 =127-2x63 (3)

D'apres 1'égalité (1), on peut écrire 2 =383 - 127 x 3

En remplagant 2 par 383 - 127 x 3 dans I'égalité (3), on obtient :

1=127-[383-127x3]x63=127-383x63+ 127 x3 x63=127(1 +3 x 63) - 383 x 63

On obtient alors 383 x (-63) + 127 x (190) = 1. On peut donc prendre u =-63 et v=190.

Le couple (u ; v) d'entiers relatifs n'est pas unique, on peut vérifier que les couples (64 ;-293) et (-317 ; 956) répondent aussi a la question.

Propriété :

Soit a , b des entiers relatifs non nuls et D un entier naturel non nul . Les propositions si-dessous sont équivalentes :
e D=PGCD(a;b)

. % et% sont des entiers relatifs non nuls premiers entre eux.

e a=Da’ et b=Db' a'etb’'étant deux entiers relatifs non nuls premiers entre eux.

Preuve :
Soit a , b des entiers relatifs non nuls et D un entier naturel non nul.

e Onadéjavuque Si D=PGCD(a ; b), alors % et% sont des entiers relatifs non nuls premiers entre eux.
e Supposons que % et% sont des entiers relatifs non nuls premiers entre eux.

Puisque % et% sont des entiers, D divise a et D divise b .

Soit g = PGCD(a ; b).
D divise a et b, donc D divise g etdonc D<g.

D'autre part % et% sont premiers entre eux, donc il existe des entiers relatifs u et v tels que % u +% v=1.,, c'est-a-dire D = au + bv .

Mais g étant le PGCD de a et de b, g divise a et b, donc g divise au + by donc g divise D, donc g <D.
On a donc finalement g=D, c'est-a-dire D =PGCD(a ; b)
On a donc démontré 1’équivalence des deux premiéres propositions.

e [’¢quivalence des deux dernieres propositions est immédiate.

Remarque : ( Identité de Bézout )

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
Si D=PGCD(«a ; b) , alors il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + by =D.
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2) THEOREME DE GAUSS

Théoréme de Gauss :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et ¢ un entier relatif.
Si a divise bc et si a est premier avec b, alors a divise c.

Preuve :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et ¢ un entier relatif tels que a divise bc et a est premier avec b.
a et b sont premiers entre eux, il existe donc des entiers relatifs u et v tels que  au + bv = 1.

Onaalors acu+bcv=c.

On sait que a divise bc, donc a divise bev

D'autre part a divise acu

Donc a divise acu + bcv c'est-a-dire a divise ¢ .

Propriété : ( parfois appelé théoréme d’Euclide )

Soit a et b deux entiers relatifs et p un nombre premier.
Si p divise le produit ab, alors p divise a ou p divise b.

Preuve :

Soit a et b deux entiers relatifs. On suppose que p est un nombre premier divisant le produit ab.
Supposons que p ne divise pas a, alors a# 0 et a et p sont premiers entre eux (puisque p est premier)
Donc p divise ab et p est premier avec a, donc p divise b. (Théoréme de Gauss)

Propriété :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls premiers entre eux et soit #» un entier naturel.
Si n est divisible par a et par b, alors n est divisible par le produit ab.

Preuve :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls premiers entre eux, et » un entier naturel tel que n est divisible par a et par b.
a et b sont premiers entre eux, il existe donc des entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1.

On a alors nau+nbv=n.

On sait que a divise n, donc n=aq avec g € Z et bdivise n, donc n=bq' avec q' € Z

L'égalité nau+nbv=n peutalors s'écrire bq'au + agbv=n

Alors ab divise bg'au et ab divise agbhv  donc  ab divise bq'au + agbv  c'est-a-dire  ab divise n.

Exemple :
Si un nombre est divisible par 5 et par 6, alors il est divisible par 30. (puisque 5 et 6 sont premiers entre eux)

3) APPLICATION : PETIT THEOREME DE FERMAT

Petit théoréme de Fermat :

Si p un nombre premier et @ un entier naturel non divisible par p, alors a” ' - 1 est divisible par p. ouencore a” ' =1(p)

Preuve :
Soit p un nombre premier et ¢ un entier naturel non multiple de p.
Les entiers p et a sont donc premiers entre eux.
e Considérons I’ensemble des multiplesdea: A={a,2a,...,(p-1)a}
Ce sont p - 1 multiples non nuls de a . L’entier p ne divise aucun d’entre eux.
En effet, si p divisait ka (avec k entier, | < k < p -1) , puisque p est premier avec a, il diviserait k d’apres le théoréme de Gauss, ce qui est
impossible puisque k < p.
Donc leurs restes dans la division euclidienne par p sont non nuls et sont donc des éléments de {1,2,...,p- 1}
e (Ces restes sont tous distincts : en effet si deux entiers £ et k” appartenant a {1,2,..., p - 1}, avec k> k’, étaient tels que ka = ka’ (p) alors
p diviserait (k- k") a .
Orl1<k-k<p-2,donc (k-k’)aestélément de A et aucun élément de A n’est divisible par p.
On a donc p - 1 multiples de a dont les restes dans la division euclidienne par p sont exactement, a I’ordre pres, les entiers 1, 2,...,p - 1.
e Considérons maintenant P le produit de ces multiples de a.
OnadoncP=1x2x..x(p-1) (p),cest-a-direP=(p-1)! (p).Ainsipdivise (P-(p-1)!).
Or en réordonnant les facteurs de P, on obtient P=(p - 1) ! x a” .
Donc P-(p-1D)!=@p-D!xa” - p-D!=@-D!x@’"'-1).
pdivise donc (p-1) ! x (@a? '-1) .
Or p est premier et ne divise aucun des facteurs de (p - 1) !. Il est donc premier avec (p - 1) !
Donc d’aprés le théoréme de Gauss, p divise a”' - 1.

Propriété :

Si p un nombre premier et a un entier naturel, alors a” - a est divisible par p. ouencore a”’ =a(p)

Preuve :
e Sia estnul, le résultat est clairement vrai.
e Siagestnonnul, adivisea? - a.
D'autre part a”-a=a x(a? '-1).
On en déduit que a? ' - 1 divisea? - a.
- Sian’est pas un multiple de p, alors p divise a” ' - 1 (d" aprés le petit théoréme de Fermat )eta”™ - 1 divisea” - a .
Par transitivité, on en déduit que p divise a” - a.
- Si a est un multiple non nul de p, alors p divise a et a divise a” - a .
Par transitivité, on en déduit que p divise a” - a.
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