- DIVISIBILITE ET CONGRUENCES - MATH ExP chapitre 6 : I’ESSENTIEL DU COURS

Entiers et entiers naturels :
Nc Z

Propriétés :
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L'ensemble [0;1;2;...] estappelé ensemble des entiers naturels . Il est noté IN.
L'ensemble |...;—3;—2;—1;0;1;2;3;...] estappelé ensemble des entiers
relatifs ( ou entiers) . Il estnot¢ Z
Une partie non vide de Z

n'a pas nécessairement de
plus petit élément.

Toute partie non vide de IN a un plus petit élément.

« La somme et le produit de deux entiers naturels sont des entiers naturels.
. La somme et le produit de deux entiers relatifs sont des entiers relatifs.

Divisibilité :
Pour indiquer que a divise b,
onnote a | b.

Propriétés :

Soit a,b et ¢ trois entiers
relatifs

Soit a et b deux entiers relatifs .
S'il existe un entier relatif £ tel que b=k x a, ondit que b estun multiple de a ou que a estun diviseur de b .
On dit aussi que b est divisible par @ et que a divise b . ( on ne dit jamais que b multiplie a )

« Siadivisebetsib=0,alors |a|<|b].

« Tout entier relatif b # 0 a un nombre fini de diviseurs.
« Si a divise b, alors a divise bc.

« Siadivise b etsi adivise ¢ alors a divise toute combinaisons linéaires bu + cv (donc b+c et b-c) ou uetv
sont des entiers relatifs.

« 1,-1, a, -a sont des diviseurs de a.

« Si adivise b alors -a divise b, a divise -b et -a divise -b.

« Si adivise b etsi b divise a,alors a=5b ou a=-b. (c'est-a-direque |a|=|b]|)

« Si adivise b etsi b divise c, alors a divise c.

« Si adivise b alors pour tout entier relatif ¢, ac divise bc.

On peut traduire ces propriétés en termes
de multiples . Par exemple : Si b est un multiple
de a, alors bc est un multiple de a.

Division euclidienne d’un
entier naturel:

Soit a un entier naturel et b un entier naturel non nul.

11 existe un unique couple (g ; ») d'entiers naturels tel que :
a est le dividende, b le diviseur, g le quotient et » le reste.
On dit que le couple unique (g ; ) est le résultat de la division euclidienne de a par b.

a=bg+tr et r<b.

« Sir=0, alors a est divisible par b. . ['1715'] 24
« Le reste d'une division euclidienne par 2 est soit 0 soit 1. =
Remarque : c .
« Tout nombre pair s'écrit sous la forme 2k avecke Z .
pal s e remain(1715,71) 11
« Tout nombre impair s'écrit sous la forme 2k+1 avecke Z .
Avec ure Tlnspie:
Division euclidienne d’un Soit a un entier relatif et » un entier naturel non nul.
entier : Il existe un unique couple (¢ ;7), g€ Z et reIN telque: a=bg+r et r<b
Attention :
Dans le cas d'entiers négatifs, les fonctions des calculatrices ne donnent remain(-514,35) -24

pas toujours les résultats attendus, elles peuvent donner un reste négatif.
11 faudra donc faire preuve de vigilance dans leur utilisation et savoir rétablir le résultat correct.

Congruence :
Onnote: a=b [p]
ou a=b (modulo p)
ou a=b (p)

Remarque :

Propriétés :

La relation de congruence est
compatible avec 1'addition, la
soustraction et la
multiplication.

Soit p un entier naturel et a et b deux entiers relatifs.
On dit que a@ est congrua b modulo p, si a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par p.

ca=b [p] & b=a [p]
«a=0 [p] sietseulementsi a est divisible par p
« Sia=r [b] etsi 0<r<bh, alors r est le reste de la division euclidienne de a par b

«a=b [p] < b-a estmultiple de p
«Sia=b [p] etsi b=c [p] alors a=c [p]
«Sia=b [p] etsi a’=b" [p]| alors

£
ata'=b+b [p] ; a-a'=b-b [p] ; aa'=bb' | p] ; d'=p" [p] nelN

*Sia=b [p] alorspourtoutc e Z a+c=b+c [p] ; a-c=b-c [p] ; ac = bc | p]

Attention :

La relation de congruence n'est pas compatible avec la division ni avec la racine carrée.

Par exemple 44 =8 [6] , mais on ne peut pas diviser par 4 pour affirmer que 11 est congru a 2 modulo 6.

ou encore 4 =16 [12], mais on ne peut pas prendre la racine carrée pour affirmer que 2 est congru a 4 modulo 12
On ne pourra en aucun cas simplifier dans une congruence comme on simplifie dans une égalité:

Une congruence du type 2x=2y [p] ne pourra pas étre simplifiée par 2
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