NOMBRES COMPLEXES ET TRIGONOMETRIE

1) TRIGONOMETRIE
A) FORMULES D’ADDITION

Propriétés :

YaeR etV beR,ona:

cos la— b)=cos a cosb +sin a sin b ; cos la+bh)=cos acos b —sina sin b
sin (@ — b)=sin a cos b — sin bcos a ; sin (a +b)=sin a cos b+ sin b cos a
Preuve :

e cosla—b)=cosacosb+sinasinb

On considere le cercle trigonométrique C de centre O muni du repére orthonormal
direct (0 ;7 7).

Onnote A et B les points de C , définis par (i, (747251 et (f, @Zb .

Les coordonnées de A4 et de B sont respectivement (cos a ;sin a) et (cos b ;sin b) .

D’autre part, on a :

(04, OB]=(04, i)+ i, OB]=—(i, OA]+i, OB]=b—a

(la propriété utilisée est la relation de Chasles)
Calculons alors de deux maniéres le produit scalaire OA-OB :

®  avec les coordonnées : OA-OB =cos a cos b+sin a sin b

»  cnutilisant cos |04, OB : OA-OB= 04X OB cos (04, OB]=cos (b —a)= 04X OB X cos (a — b)
Ainsi cos (a — b)=cos a cos b + sin a sin b
Pour les trois autres formules, il suffit d’appliquer cos (a — b)=cos a cos b + sin a sin b aprés les modifications suivantes :
cos (a+b)=cosla — (- b)) ...

sin(a+b)=cos(%—(a+b))=cos((%—a)—b)=...

sinla —b)=sinla +(-b))= ...

Exemple :
En remarquant que r_r rn on peut calculer les valeurs exactes de cos S et sin T
quantque 137374 0P 12 12
. cosl—coslcosﬂ—ksinﬂsml—lxﬁ-kﬁxﬁ—\/i—‘r\/é
127773 774 3747272 2727 4

. sin = = sin = cos - — sin ~ cos ~ =
12 3 4 4 3

B ) FORMULES DE DUPLICATION ET DE LINEARISATION

FORMULES DE DUPLICATION FORMULES DE LINEARISATION
Propriétés :
YacR ,ona:
e sin 2g =2sin acos a . Cosza:1+COS(2d)
2
e cos2a= cos’a—sin’a
_ 2 .2 l—cos(2al
= 2cos a—1 « sinfa=———
=1-2sin’a
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Preuve :
En prenant h=a , dans les formules précédentes on obtient sin 2a =2sin acosa et cos2a = cos’a —sin’ a.
En utilisant la relation cos”a + sin’ @ =1 , on obtient cos2a=2cos’a—1etcos2a=1-2sin*a

On en déduit les deux derniéres formules.

2) NOTATION EXPONENTIELLE D’UN NOMBRE COMPLEXE

D'apres les résultats précédemment démontrés, 1'argument du produit de deux nombres complexes est égal a la somme des arguments de ces deux
nombres . C'est-a-dire que la fonction f :0 +—cos0+isin® esttelleque f(0+0'|=7(0)x (0"

Elle vérifie donc I'équation fonctionnelle caractéristique de la fonction exponentielle.
Notation : Pour 6 €R, on note cos 0+isin0=e'® etparconséquent pour r€R.,ona rlcos0+isin0)=re’
Cette notation est appelée notation exponentielle.

Propriétés :

Les résultats déja vus s'écrivent, avec la notation exponentielle :

1 i—0 i 0 e’ 0-0
. o . i —o) _ Y
e:f?Xetﬂ :eu9+9\ _[g:el —e ! _iH':el J

Remarques :

. Lapropriété e ”xe? =¢'?*"" facile a retenir, permet de retrouver les formules d'addition :

En effet, on a d’une part : ¢'?*'=cos (6 +6 )+isin(0+6 )

Etd’autre part : ¢'?Xe’? =(cos@+isinf)(cosO '+isinh ')=...=(cos @ cos & '—sin O sin & ')+i (sin & cos & "+cos O sin 6 ')
En identifiant les parties réelles et imaginaires, on obtient :

cos(0+6')=cosO cosO'—sinfsinf’ et sin(0+60')=sin@cosO '+cosf sinh’

. Lapropriété (¢'°f=¢?'® permet, en procédant de la méme fagon, de retrouver les formules de duplication :

cos 2 0 =cos’ 0 —sin’ 0 et sin 20 =2sin 0 cos 0

3) FORMULES DE MOIVRE ET D’EULER

On montre facilement :

Propriété : FORMULES D’EULER

Pour toutréel 6,ona:

e ; i0_g=i0
cos = ——7— € sinf =————
2 21

Remarque :

11 est souvent utile de retenir les formules ainsi : ¢'’+e =2cosf et e’—e “=2isinf

Propriété : FORMULE DE MOIVRE

Pour tout réel €, et pour tout entier naturel n ona:

=" = (cos@+isin@)'=cos(nb)+isin(no)
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