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Theémes d’étude :

Modeéles définis par une fonction d’une variable

Limites de fonctions
Ex 2-1 : Vrai ou faux

1)Si lim f (x)=+o0 , alors :

Xd+o0

a) Il existe unréel x tel f(x}>10°

b) Pour tout réel A , il existe unréel m ,tel quesi x>m , alors f(x)>A

) Il existe unréel m , tel que pour tout réel Asi x>m , alors f(x)>A

d) ImeR ,telque x>m = f(x)>10

2)Si f estcroissante sur IR", alors Xl})rfi fx)=+o0

3)Si lim f(x)=-0,001 , alors il existe un intervalle de la forme

X>+00

Jm;+oo| surlequel f est strictement négative.

4)Si f eststrictement positive sur R | alors }}E:O flx)=0

Ex 2-2 : Comprendre la définition

Traduire les limites ci-dessous a I'aide d'une phrase du type « Tout
intervalle ... finit par contenir toutes les valeurs f(x) pour x ...»

a) lim f(x)=+o0

X+
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b ) lim f(X):—OO

X+

) lim f(x):5

X+0

d) lim f(X):—OO

Xd>—0

Ex 2-3 : Conjecturer une limite — piéger la calculatrice

En utilisant la calculatrice ou un tableur, conjecturer la limite en +o0 des
fonctions suivantes :

1) f:x—107°x*—10°x

3) h:x+— 10x°-0,01x*

Ex 2-4 : Limite et position relative par rapport a une droite

Soit f une fonction définie sur IR et C sa courbe représentative dans
un repére (0; 7, Tj .

Si C se situe au-dessus de la droite d'équation y =1, les résultats
suivants sont-ils possibles ?
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d) ji¥l f(XJ::4
a) lim flx)=+

X+

by lim flx)=1

x3—w

Ex 2-6 : Vrai ou faux

Soit C la courbe représentative d'une fonction f dans un repére (0; i, TT .

1)si lim f(x)=+0 ,alors d:y=—1 est asymptote horizontale a C

x2>-1
. en +o
o) m fiv=-s
4) lim flx)=+w 2)Si le}ll flx|=+e ,alors d:y=—1 est asymptote verticale a C.

X>—o

Limite en a (avec a réel

3)Si Xl})r}ll f(x)=+0 ,alors d:x=—1 est asymptote verticale a C.

Ex 2-5 : Comprendre la définition
Traduire les limites ci-dessous a l'aide d'une phrase du type « Tout
intervalle ... finit par contenir toutes les valeurs f (x) pour x ...»

a) lim f(x):+oo

x4
Ex 2-7 : Conjecturer une limite
En utilisant la calculatrice ou un tableur, conjecturer les limites suivantes :
3
1)en-1,sielle existe, de f:x+— —
(X+”
b) lim f(x)=4
X+

2)en9, si elle existe, de f:x — B
Vx—3

fe ) 1)(1341 f(X):—OO

Ex 2-8 : Asymptotes

Soit C la courbe représentative d'une fonction f dans un repére
(O ; 1_', 77 . Déduire, si possible, des limites suivantes 1'équation d'une
asymptote a la courbe C .
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X+

a

b) lim f(x)=3

X>—o0

) i Fix=ss

x4
e) lim flx)=3
f) xl_i)r}l f(x)=5

Ex 2-9 : Vrai ou faux

1 ) Si lim f(X):—OO

X400

2ysi lim flx)=—c0 o lim glx)=—c0 4o lim flx)xglx)=+c0
X3+m X+

xd+w

Opérations sur les limites

et lim glxJ=—o0 ,alors lim m:

X2+ X400 g

(x)

1
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3)si lim f(x)=0 et }iri glx)=—o0 ,alors lim f(X) =0

X+

Ex 2-10 : Calculs de limites

Déterminer les limites suivantes :

1) lim (\/;(+x+i)
X

X+

2) lim (3—1)(12+3x)
X0+ X X

3) lim (31)(1+3x)
XF+0 X xz

3

4) lim
) X>2— 6—3x

1
lim [e"+1+—
5) ( xz)

X3+

X+ g(X)
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6) lim (4—x*)(2x—4)

X>—0

X4+

7) lim (3x—1+

1
x—4

1
8) lim (xz—z)
x>0 X

9) lim (4—x2+

X2+

4
4-x

10) lim (e’x— 2 )
)xe—w 1-2x

Ex 2-11 : Formes indéterminées

lim f(x)=+0

1) Donner deux fonctions f et g vérifiant e et

lim g(x]

X+

a) lim (flx)-glx]}=0

=+ telles que :
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b) lim (f(x)=g/(x)}=—c0

Xd+00

o lim (flx)-glx)=3

X2+

lim f(x)=0

2 ) Donner deux fonctions [ et g vérifiant o et
Xl_i)ri glx)=+e0 telles que :
ay lim [ (xg(x)=0
b) lim (f (x)g(x])=3
) Xlir}lw(f(X)g(X)F—oo
3 ) Donner deux fonctions [ et g vérifiant lxl_?; f (X):O et
EF; glx)=0 telles que :
a) lim | LI
Xx20 g(x)
b lim 1 LI
x20 g(X)

c)

Ef n'a pas de limite finie en 0.
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Ex 2-12 : Logique Ex 2-14 : Fonctions rationnelles

Propriété :

. . . * lim f ( X):O
Soit f et g deux fonctions définies sur IR, .Ona . . . - .
f 9 * XF+0 En +00 eten —00 une fonction rationnelle a méme limite que la fonction formée par le

Les énoncés suivants sont-ils vrais ou faux ? quotient des mondmes de plus haut degré.

Cette propriété, tres pratique, n’est plus au programme. C’est tout de méme un outil qui permet de conclure
. _ . _ trés rapidement pour orienter votre démarche ou pour rejeter un résultat erroné.
1) Pour que lim (f(x)g[x])=0 , il faut que lim g(x)=0
Xd+m Xd+m

1) Montrer la propriété ci-dessus pour la fonction rationnelle
3x+2

XJm=——
4x° =5

2) Pour que Im (F(xIg(xI=0 it guffie que lim g(x)=0

XD+

Ex 2-13 : Fonctions polynémes

Propriété :
En +o eten —O0 un polyndme a méme limite que son mondme de plus haut degré

Cette propriété, tres pratique, n’est plus au programme. C’est tout de méme un outil qui permet de conclure
trés rapidement pour orienter votre démarche ou pour rejeter un résultat erroné.

1) Montrer la propriété ci-dessus pour le polynome
P(x)=—8x’+14x*+8x+4

2 ) Déterminer les limites en +o eten — des fonctions rationnelles :

) (x) xX’—4x°—5
a ="
J 2x*-5
2 ) Déterminer les limites en +% eten — des polyndmes :
x5 X3
X)J=—
a) Qlx] 2 2
x—5/
by hix)= 2L
(3x2-5)

b) R(x)=1—-4x+5x°
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Ex 2-15 : Asymptotes

3x—7

x—4 "’

1) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Soit f la fonction définie sur IR -{-2;2} par flx=

2) En déduire les équations des éventuelles asymptotes a C; la courbe
représentant f dans un repére orthogonal (O; i 7.
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Ex 2-16 : Déterminera, b etc...

b
Soit f:x+ a+ - ou a, b et ¢ sontdesréels et dont le tableau

de variations est donné ci-dessous :

1) En observant le tableau, quel réel parmi a , b et ¢ peut-on obtenir
sans calcul ? Le donner .

2) A partir de I'expression f(x)J=a+ , déterminer Xl_ifi flx] .

Quel deuxiéme réel cherché obtient-on ?

3) Déterminer le troisiéme réel cherché et vérifier les réponses en tracant
la courbe représentative de f .

Ex 2-17 : Lever l'indéterminée
Déterminer les limites suivantes, apres avoir levé l'indéterminée :

1) lim (X—\/;)

X+
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2) lim 2 x+vx
x>+ X+2

Ex 2-18 : Limite d’une fonction composée

Déterminer intuitivement, les limites suivantes :

+2
1) lim 2%
XD+ x—3

9x+2
2) lim =X
X—w0 x—3

9x+2
3) lim 4
-3 | X—=3
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Ex 2-19 : Théorémes de comparaison

Les théorémes de comparaison non détaillés en maths complémentaires sont
identiques ( en adaptant les limites ) a ceux vus pour les suites.

Soit f lafonction définie sur [5;+| par f(x)= "

1
1) Démontrer que pour tout x=5, 0<f(x)<T (aide: 0<x—5<x )
X

2) En déduire la limite de f en +o .

Continuité : maitriser le cours

Ex 2-20 : Vrai ou faux

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et C sa courbe

représentative dans un repere (o ;T , ). si f est continue sur I,
alors :

1) On peut tracer une tangente non verticale en tout point de C .

2) f estune fonction qui ne change pas de sens de variation.
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3) C se trace sans lever le crayon. Continuité et représentation graphique

Ex2-22: ] /

1) Déterminer graphiquement si

i@

les fonctions dont les courbes Yo, ln ||.‘ 'l’
représentatives sont données ci- AP |‘|||,|
i —_—— — T
dessous sont continues sur ! \ f REERY. ifll Im ‘
” . 1 II‘ ‘
4) L'intervalle 1 est fermé. lintervalle —4;6]. a ' J

-z]

5) La fonction inverse est continue sur ]—00 ;0[

2 ) Représenter avec un traceur de courbes la fonction

sin| — ,
6) La fonction valeur absolue est continue sur R . fix — ( X ) . [ est-elle continue sur ]0;1] ?
X

Essayer de tracer f ala main sans lever le crayon . Que peut-on

conclure ?
7)) La fonction racine carrée est continue sur R” .
Justifier la continuité d'une fonction sur un intervalle
On a tracé ci-contre la — N
Ex2-21: , . ~—
= courbe représentative
Montrer que les fonctions suivantes sont continues sur I'intervalle I indiqué. | d'une fonction f ~
définie sur [—2;4].
1) f:ix — 3—x sur I=]-o0;3] ' A A
x, 3 . -
2) f:x — 2e +; sur |0;+oo] 1) La fonction f est-elle dérivable en -1,5 :
1 en0:
3 X — sur [=|—;+o0
) —3x 3 en2:

2) Lafonction f est-elle continue sur [—2;2] :

sur [—2;—1] :
sur [—2;—1[ :
3) Déterminer :
lim flx) lim flx]

La fonction f est-elle continue en 2 ?
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Théoréme des valeurs intermédiaires (T'VI) et corollaire du TVI

Le corollaire du TVI et aussi appelé théoréme des bijections
Ex 2-24 : Maitriser le cours - Vrai ou faux

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

1)Si f change de signe surI, alors f s'annule sur L.

2)Si I=[a;b], fla)f(b)>0 et [ estcontinue surl, alors [ s'annule

sur I.

3)Si f s'annule une unique fois sur I et f est strictement monotone sur

I, alors f est continue sur I.

4)Si f s'annule une unique fois sur I et f est continue sur I, alors f

est strictement monotone sur 1.

Ex 2-25 : Utiliser nSolve(), Equations ...

3

X
1 M I'é i E)
) a) Montrer que 1'équation (E) 1

sur [—4;—1,5]

=8 admet au moins une solution
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b ) Vérifier avec la calculatrice ou un ordinateur et essayer en utilisant un
outil de résolutions numériques approchées d’équations (Xcas, Ti-Nspire,
NumWorks ... ) : de donner des valeurs approchées de toutes les solutions
sur R—{—1} de I’équation (E)

Ces outils fournissent une valeur approchée par la méthode de Newton-Raphson ou par la
méthode de la sécante. Certains des ces outils retournent une unique solution, d’autres
quelques solutions ou méme parfois ne retournent rien du tout (plus exactement, retournent

'false"), voire retournent un résultat erroné dans les (rares) cas ou la méthode utilisée ne
converge pas.

Suivant I’outil utilisé (Xcas : nSolve(), Ti-Nspire : nSolve(), NumWorks : Equations ... ), il
est possible de préciser ’intervalle sur lequel la solution est cherchée.

Remarque :

Solve() de Xcas ou de la Ti-Nspire CAS est une fonction de calcul formel.

Elle cherche a appliquer divers algorithmes permettant de résoudre certains types d'équations
prédéfinis (équations linéaires, du 2nd, du 3éme ou du 4éme degré, équation avec des racines
carrées se ramenant aux types précédents, équations avec des 'cos' et 'sin', etc.)

Je ne conseille pas d’utiliser cette fonction car les résultats retournés sont parfois trés
difficiles a comprendre pour un éléve de lycée et ne correspondent pas du tout a I’attendu

de I’exercice proposé.

2 ) Montrer que l'équation (E):5xe =1 admet une unique solution
o sur l'intervalle 1=[1;+o| et donner un encadrement de

d'amplitude 1072.
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Ex 2-27 : Signe de f(x)

On donne le tableau de variation d'une fonction f .

X —o0 -2 0 +00

T o £
: 1
flx) \‘3 / \A

1) Combien I'équation f(x)=0 admet-elle de solutions sur ]—oo ;0[ ?

2) Combien I'équation f (x)=0 admet-elle de solutions sur |0;+o0] ?

Ex 2-26 : Signe de f(x)

Soit f une fonction définie et continue sur R telle que :
- Les solutions de 1'équation f(x)=0 sont-4 et 3.

- Les solutions de 1'équation f (x)=—2 sont-9et4 3 ) En déduire le signe de f (x) suivant les valeurs de X .
- flo]=2

Déterminer le signe de f (x) suivant les valeurs de x .

Ex 2-28 : Signe de f(x)

On donne le tableau de variation d'une fonction f .

X —0 -5 3 +o0

+00

4
i SN TN

0

1) Combien I'équation f (x)=0 admet-elle de solutions sur }*00 ;3[ ?
A quel intervalle appartient chacune d'elle ?
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2 ) Combien I'équation f (x)=0 admet-elle de solutions sur |3;+o0[ ?

3 ) Déterminer le signe de f .

3) En déduire le signe de  f(x) suivant les valeurs de x .

4) Discuter suivant les valeurs du réel k , le nombre de solutions de
I'équation f(x)=k .
Ex 2-29 : f(x)=k : discussion suivant les valeurs de k

On donne le tableau de variation d'une fonction f définie et dérivable sur
R .

X -0 0 2 4 +o0

+ © 1
flx) v v
\‘ -2/ \*-1 /

1 ) Déterminer les extrema de f .

2) Combien I'équation f(x)=0 admet-elle de solutions sur R ?
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Ex 2-30 : Tableau de variation de [ a partir du tableau de variation de f'

Soit f une fonction définie et dérivable sur R , dont la fonction dérivée
f' ( f' étant continue) admet le tableau de variation suivant :

X —0 2 +o0

: T~

Déterminer le signe de f' (x) suivant les valeurs de x et en déduire les
variations de f .
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