FONCTION EXPONENTIELLE
1) DEFINITION

Propriété et définition :

Il existe une unique fonction f , définie et dérivable sur IR, telle que :
f=fet fl0]=1
Cette fonction, notée exp, est appelée fonction exponentielle.

Preuve : ['existence est admise — ['unicité est exigible
L'existence d'une fonction f vérifiant les conditions f '=f et f(0)=1 estadmise. On la note exp.
Démontrons son unicité.

( 1
Pour cela démontrons tout d'abord que pour toutréel x,ona exp (xJ#0 et expl—x)= oxp [
Considérons la fonction g définie sur R par g (x)=exp [x)xexp (—x)
Montrons que g(x)=1 :.
x +— exp |—x] est dérivable sur IR et pour tout réel x, ona : [exp (—x]] "= —1Xexp ' (—x)=—exp (—x]

g est le produit de deux fonctions dérivables sur IR, donc g est dérivable sur IR et pour tout x €IR ,ona:
g " [x)=[exp (x)] " X [exp (—x])]+[exp (x)]x [exp (—x)]" = exp (x) X exp (—x]+ exp (x) X [—exp (—x]]=0

On en déduit que la fonction g est constante sur IR.

Ona gl0)=exp (0)Xexp(—0]=exp(0)Xexp(0j=1x1=1.

Puisque g est constante sur IR, on en déduit que g (x)=1 pourtout x €RR.
clest-a-dire que exp [x/Xexp(—x)=1 pour tout x €R.

Ainsi exp [x)#0 et expl-x)= pour tout x €R.

exp (x/

Considérons une fonction f définie et dérivable sur IR, telle que f '= f et f(0]=1

S x)

exp (x)

exp (x) étant différent de 0 pour tout réel x, on peut considérer la fonction / définie sur R par /(x)=

Montrons que A(x)=1 :

h est le quotient de deux fonctions dérivables sur IR, donc / est dérivable sur R et pour tout x ER ,ona:
B )= f ' x)xexplx)= f(x)x[exp (x)) " _ flx)Xexp (x)— f [x)Xexp(x) —0
(exp (x))? (exp (x)f

h est donc une fonction constante sur IR .

flo) _1

exp (0) 1
Donc pour tout réel x ona :

D'autre part,ona /(0)=

flx)

L= x)=
oxp ) le flx)=explx)

hixl=1e

On en déduit alors 'unicité de la fonction exp.

2) PROPRIETES ALGEBRIQUES — NOTATION e*

Propriété :

Pour tous réels x et y,ona : ‘ La fonction exponentielle est donc une fonction
exp [x + y/=exp (x)xexp (y) transformant une somme en un produit.

Preuve : non exigible

Soit y un nombre réel fixé, on a vu que exp (y)#0

L : ) , e _explx+yl
Considérons la fonction g de la variable réelle x, définie par g [x)= W
Montrons que g est dérivable sur R.

x + exp [x+ ) est dérivable sur R, et pour tout réel x , ona: [exp (x+y)]'=(x+y) Xexp ' (x+y)=1Xexp (x+y)=exp x + )

D'autre part y étant considérée comme une constante, exp |y est aussi une constante donc g est dérivable sur IR, et pour tout réel x ,ona:

lexpx+y)l' _explx+y)
exply) = exply)

g'lx)= =g lx]

exp 0+ y)
exp (y)

g est donc une fonction définie et dérivable sur IR, telleque g'=g et g(0)=1

g est donc la fonction exponentielle (puisqu'on a démontré 'unicité de la fonction vérifiant ces conditions)

eXp (x +y) =exp (x)

Deplusona gl0)= =1

On en déduit que pour tout réel x, g (x)=exp(x] clest-a-dire

Ceci ayant ét¢ démontré quelque soit le réel y, on a justifié que :
Pour tous réels x et y,ona exp (x+ y/=exp (x)xexp (y)

- Fonction Exponentielle - auteur : Pierre Lux - cours prof - page 1

4 -



Remarque :

La fonction exponentielle est la seule fonction vérifiant :
- f est dérivable sur IR

- flo)=flo)=1

- pour tous réels x et v, f (x+ y)=f (x)x £ (y)

Se démontre en étudiant g x)= f(x+al .
On montre que g ' (x)= ' (x) f a), puis g ' la)=f (0] f " (a)= f "' la)

Remarque :
En appliquant la relation précédente avec y=x , on obtient : exp 2 x)=exp (x|

En appliquant de nouveau la relation avec y =2 x , on obtient : exp (3 x|=exp (2 x)x exp (x)= [exp (x J}
On peut alors démontrer (par récurrence ) que pour tout entier naturel n , ona : exp (nx]=[exp (x]"

2

3

On en déduit en particulier que pour tout entier naturel 7 ,ona: exp (n)=exp (nx1)=[exp (1]’
Sionnote ¢ le nombre exp (1), alors pour tout entier naturel n ,ona: exp (n)]=¢" (relation que l'on peut aussi vérifier pour un entier négatif’)

Notation :

On conviendra de noter pour tout réel x : exp (x)=¢* ou e=exp(l]
La fonction exponentielle est alors définie par
exp:R >R

xr—e’

Remarque :

Le nombre e=-exp (1) a pour valeur approchée 2,718.

La notation e’ a donc une double signification : soit le nombre e élevé au carré, soit le nombre exp (2) . (Ces deux nombres étant égaux)
Par contre la notation ¢™ ne peut désigner que le nombre exp [tt) .

Propriétés
Pour tous réels a et b ,ona:
a+b _ a b a
e ¢ =ce a-b_ €
Lo g cr sy . . € = —
On peut généraliser cette propriété a plusieurs nombres. e’
—b 1 1 1 if- na — | a |
e o'#0 et ¢'=— e Si n estun entier relatif : e" =le)

Preuve : non exigible

T

afb:Cu +(—b) P
c

. Pour tous réels a et b , on peut écrire : €

. Si 7 est un entier naturel, soit P (1) la proposition ¢ =|[¢"/"

0
na _ = 1

-Pour n=0,0ona e et [(e“=1 donc P (0)est vraie

- Supposons que P (] est vraie pour un entier naturel fixé » . On a alors :

n L a nata —

L’“:(C“) el e _“Cu

na —

e“=(e"'=e
On en déduit que P (n+ 1) est vraie.

na )II +1)

P clr1+ la— [Ca ’3'1+| )

- On a donc démontré par récurrence que P (1] est vraie pour tout n€IN . Ainsi ¢"=(e’]" pour tout n€IN

—na 1 1 (. a\—n
-Dautre part €  =—7 =7 = )
e (e*)

La propriété est donc vraie aussi pour les entiers négatifs.

na

- On en déduit que  ¢" =[e*)" pour tout n€Z.

3) ETUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

Propriété :

La fonction exponentielle est définie, continue, dérivable sur R et (e*) =¢" On salt_que toute fqnctlon derlve_tble est continue, donc
la fonction exponentielle est continue sur IR.

Propriétés :

0 o 1
e e =1 ; e=e

e Pourtoutréel x, e*>0

Preuve : non exigible

On sait que ¢’=1 donc ¢”> 0.

Raisonnons par I'absurde :

S'il existait un réel x tel que e*<0 , alors le théoréme des valeurs intermédiaires (puisque la fonction exponentielle est continue) justifierait
l'existence d'un réel b tel que e”=0.

Or on a vu que pour tout réel b, e’ #0 .

Ainsi il n'existe aucun réel x tel que e*<0 .On en déduit que pour tout réel x, e*>0.
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Propriété :

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R. La fonction exposglentlelle czr101t fres vite
(par exemple : e”' ~ 5Xx107)

Preuve :
On sait que (e*)’=¢" et onavuque e¢*>0 pourtout x €R.

Dans le langage courant, on parle souvent de phénomeénes a lroissance
Donc la fonction exponentielle est strictement croissante sur IR.

exponentielle)'pour indiquer que la croissance de ces phénomenes est trés rapide.

Conséquences :

Pour tous réels a et b * a<heoe'<e
* a=beoe'=¢’ e a>0oe'>1
e a<beoe'<el e g<0eo0<e‘<l

Propriétés :

. lime'=+o lim ¢*=0

x>+ x> —0

Preuve : exigible

. . . . 1 0
* La fonction exponentielle est strictement croissante, onadonc e >e¢ donc e>1 .

On en déduit que la suite (¢") est une suite géométrique de raison e avec e> 1 . Ainsi lirf g"=qree
Soit M >0.
Ona llT e =+ il existe donc 7, tel quesi n>ny e"€|M ; +oo

Or la fonction exponentielle est croissante . Ainsi, si x>7>7n, ona e*>e">M ete'€|M ;+o
o , o = X —
Ce résultat est vrai pour tout M >0 . On en déduit que EIP g=we
X o0

e lim e'= lim e "= lim %:0
X ——o0 X >+ x—+w €
Tableau de variations : X — 0 40
+ 00
exp /
0

Représentation graphique :

1 /

El /'f# . b

/ On a vu que lirfl e’ =0
/4 X o0
2

|/ La courbe a pour asymptote horizontale
/ l'axe (Ox) quand x tend vers —co

Propriété :

e —1
e lim——
x—0 X

=1

Preuve : exigible

X X 0
- .oe -1 _ .. e —e _ o_
Par définition du nombre dérivé en 0 , on peut écrire lim =lim =e' =1,

x—0 X -0 x—0
Propriétés :
Au voisinage de l'infini, l'exponentielle de x
. ef lim xe'=0 l'emporte sur x
3 lim —=+4wx * i :
x>+ X

Preuve : non exigible

o En étudiant la fonction /4 : x — e*— 1 — x, on montre que, pour tout x €ER, e*>1+ x . On a donc en particulier e*> x.

. Lo X . 2
En appliquant cette relation a 5 »on obtient e? 2%

¥}

X\ 2
. . . .. . X
Puis en élevant au carré (les deux membres sont positifs), on obtient : (ez) > oe' > T

IR
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X
.o i e x
Ainsi pour tout réel x>0,ona —= N
X
X e
On sait que lim ==+ donc lim ==+ (d'aprés les théorémes de comparaison en l'infini)
X +w 4 x—40o X
eX e*X
o Sachantque lim —=+00  onpeutendéduire que lim —=+o clest-a-dire lim T =Tt
xotw X v -0 —X ro-m —X €
lim —xe*=0" : lim xe'=0 lim xe*=0
donc et par conséquent . Donc

x—o—o x——w x—o—w

Propriété : en plus ...

La fonction exponentielle est une bijection de R sur ]0 ;+ 00[.
C'est-a-dire que pour tout k €0 ; +00[, I'équation e*=k aune solution unique dans IR. | Cette solution est notée In .

Preuve : non exigible
La fonction exponentielle est continue et strictement croissante sur IR.
Deplus lim e'=0 ¢ lim e'=+o0

X+

Ainsi, pour tout k€0 ; +oo[, I'équation e*=% a une solution unique dans IR.

e">0 pourtout x €R . On en déduit que si k<0, 1'équation e*= k n'a pas de solution.

4) DERIVEE DE x +—s "™

Propriété :

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle /.

La fonction x +— ¢"" est dérivable sur /, et pour tout x €/, ona:
Immédiat en utilisant, la
dérivée de  x+— [ (ux))

(e*™)r =4 " (x) e*™

Remarque : )
En exercices, on étudiera plus particuliérement les fonctions du type x —s exp (kx| et x+— exp (—k x°) .

Ces fonctions sont utilisées dans de nombreux domaines.
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