CALCULS DE DERIVEES : COMPLEMENTS

1) DERIVEES SUCCESSIVES

Définition :

Soit f est une fonction dérivable sur un intervalle I.

Sa fonction dérivée f ' s’appelle dérivée premiére (ou d’ordre 1) de f.

Lorsque f ' est dérivable sur I, sa fonction dérivée estnotée f ''. f '’ est appelée dérivée seconde (ou dérivée d’ordre 2 ) de f.
Par itération, pour tout entier naturel n>2 , on définit la fonction dérivée n-ieme (ou d’ordre n ) comme étant la fonction dérivée de
la fonction d’ordre n—1 .

Notation: f''=f ' etpourtout n=2, f "=[f""")".

Exemple :

f :x > x* est dérivable sur R etona f '(x/=3x"puis... f''[xI=6x, f¥(x|=6 et f¥(x|=0

2) DERIVEE DE u

Propriété :

Soit u une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle I . Alors la fonction f définie sur I par f (x|= Vulx] est
dérivable sur I , et pourtout x €I, ona:

Preuve : non exigible

Soit a€ I . Pour tout réel h non nul tel que a+h€l,ona:

flath|—flal _Jula+h —+ulal _ \/u[a+hl—\/mx ula+h —ula
- h

h ~ ula+h)—ula h

ula+hl—ulal

. Etude de lim
hoo h
. \] |—ulal :
u est dérivable en a . On a donc lim ua-i-h#Z u'lal
h—0

. Etude de lim —\/u(a—i-h)—\/y\a)
noo ula+hl—ulal
Onpose X =ula+hl

u est dérivable en a , u est donc continue en a, ce qui donne : lim X =lim ula+h/=ulal

h—0 h— 0

On a également u (al 6]0;-1-00[ et x — + x est dérivable sur ]0 ;+00[, d’ou :

\""u‘]a—i-h\—\"’ufa:\_ . \'f?—x"ulal_ 1
im ———————— = lim ==
h—o Uula+h|—ulal x-uld X —ulal 2+ulal
. la+h— fla 1 u'lal
. On en déduit que lim ;:u "la) =
e h 2ulal  2vuld)
u'lal

Ainsi t dérivabls t f'la=—=
insi f est dérivable en a et f 2 Vula]

Exemple : Déterminer sur |0;+ o] la dérivée de la fonction f définie par f (x|= V2@

u: x+—> 2 x° est strictement positive et dérivable sur ]0 5 00[ etpour x€R ,ona:u’(x|=6x
il (x] 6x> _ 3x°
On en déduit que f est dérivable sur |05+ o] et pour tout x>0,ona: [ (X =ZUT\/)‘(7X} :2—\/;7)(3: \/ﬁ

Remarques :
N Cette propriété et les propriétés suivantes sont proposées sur des intervalles . Elles restent vraies sur des réunions d'intervalles.

. Les propriétés qui suivent (admises) se démontrent en suivant le méme modéele.
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3) DERIVEE DE u " (ol n est un entier relatif non nul )

Propriété :

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et n un entier naturel non nul . Alors la fonction f définie sur I par f (x|= [ u | x]}”
est dérivable sur I , et pourtout x €I ,ona:

frixl=nu(x)ulxl]"

Remarque : Cas ou n<0 et une s’annule en aucun réel de [ :

Ona fIxl=lulx'=——
[u li]
o ‘ ( ‘ —n\|
Puisque —n> 0, on peut appliquer la formule de la dérivée de I’inverse d’une fonction et on obtient : f '(x/= _[[[u “x ’]]n)) 2
ulx)|™

| . —nu X Julx]" | .
Or ([ulx]" "==nu"x/[ulx][""" donc f’\xl‘:—%znu'lxﬂu\xk]” !
(x|

On obtient également f '(x/=nu"(x|[ulx/]""
Exemple : Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur R par f [x)=[3 x2+1f

u:xr— 3 x*+1 est dérivable sur R etpour X€RR ,ona: u "[x]=6x
On en déduit que f est dérivable sur IR et pour tout x €R, ona: f'(x/=5u"(x|(ulx)*=5 X 6 x[3x*+ 1/ =30 x[3 x*+1/*

4) DERIVEE DE f : x —g lax +b]

Propriété :

Soit a et b deux réels et g une fonction dérivable sur un intervalle I.
Pour tout réel x, tel que a x+b €1, lafonction f définie par f (x|=glax +b| est dérivable, etona:

f’|xl=ag ’lax+b)

5 ()
Exemple : Déterminer sur bE +oo| la dérivée de la fonction f définie par f (x/= 3

x—5

Pourtoutx>%,onpose flx]=gl2 x—5| ou g:xn—)%

\ 1
g est dérivable sur ]O;+00[ et pour tout x>0,ona: g'xX|I=——
X
5! . L. 5 5 () — | | — 2
Pourtoutx>§, 2x—5>0.0n en déduit que f est dérivable sur E;-i-oo etpourtoutx>5,ona:f (x)=2g \2x—5}——m

5) CAS GENERAL

Propriété :

Soit g une fonction dérivable sur un intervalle J et u est une fonction dérivable sur un intervalle I, telle que pour tout x de I, u x|
appartient a J. ‘
Alors la fonction f définie par f (x)=glulx) estdérivable sur I et pour tout x de I, ona:

fixl=u"lxIxg (ulx|

Exemple : Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur R” par [ |x/=sin )1(

Pour tout x €lR ,onpose: f(x/=glulx] oug:x+sinxetu:x+— i~

La fonction g est dérivable sur R et pour tout xR , ona: g'[x/=cos x

La fonction u est dérivable sur IR" et pour tout x€lR", ona:u'[x/=——
X

(Pour tout x#0 , on a bien siir u [ x/€IR ... Dans la pratique, quand la fonction g est dérivable sur IR , cette vérification n'est pas nécessaire )

|

On en déduit que f est dérivable sur R™ et pour tout x#0,ona: f '|x/=——; cos
X
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