CALCULS DE DERIVEES : COMPLEMENTS

1) DERIVEES SUCCESSIVES

Définition :

Soit f est une fonction dérivable sur un intervalle /.

Sa fonction dérivée f ' s’appelle dérivée premiére (ou d’ordre 1) de f.

Lorsque f ' est dérivable sur I, sa fonction dérivée estnotée f''. f '’ estappelée dérivée seconde (ou dérivée d’ordre 2 ) de f.
Par itération, pour tout entier naturel n>2 , on définit la fonction dérivée n-iéme (ou d’ordre n ) comme étant la fonction dérivée de
la fonction d’ordre n—1 .

Notation: f"'=f " etpourtout n=2, f"=[f"""|".

Exemple :

2) DERIVEE DE Vu

Propriété :

Soit u une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle 7 . Alors la fonction f définie sur [ par f [x|= Vulx] est
dérivable sur 7, et pour tout x €/, on a:

Preuve :

Soit a€ I . Pour tout réel 4 nonnultel que a+h€/ ,ona:

fla+ h—flall _
=

. . ula+hl—ulal
. EBtude de lim “athl—ulal
P h

. FEtude de lim —\/uta+h:\—\/u(‘al
w0 ulat+hl—ulal
On pose X =ula+h|

u est dérivable en a , u est donc continue en a, ce qui donne :

On a également u (al E]O ; +00[ et x — + x est dérivable sur ]0 s+ OO[, d’ou:

. la+h = flal
. Onen déduit que 1111113 %:

Exemple : Déterminer sur |0 ;+ | la dérivée de la fonction f définie par f (x|=v2x°

Remarques :
. Cette propriété et les propriétés suivantes sont proposées sur des intervalles . Elles restent vraies sur des réunions d'intervalles.

. Les propriétés qui suivent (admises) se démontrent en suivant le méme modele.
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3) DERIVEE DE 4" ( ol n est un entier relatif non nul )

Propriété :

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 7 et n un entier naturel non nul . Alors la fonction f définie sur 7 par f (x|= [ u [x}]"
est dérivable sur 7 , et pourtout x €/, ona:

Remarque : Cas ou n<0 et u ne s’annule en aucun réel de / :

Ona f‘x‘:[ulx?]"z ‘1‘,,,
[u \xl]
Xl
Puisque —n> 0 , on peut appliquer la formule de la dérivée de I’inverse d’une fonction et on obtient : f ' (x|= _\{[u “x ’]]”)) )
ulx|™"

—nu " x) fulx)

711“2

n wk*l

Or ulx|")"==nu'lx)[ulx]"" donc f "[xI=— =nu'lxl|ulx|

‘f'u\x}]
o

On obtient également ' (x/=nu '(x||u x|

Exemple : Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur R par f (x]=(3 x2+ 1/

4) DERIVEE DE f : x —g lax +b]

Propriété :

Soit a et b deux réels et g une fonction dérivable sur un intervalle 7.
Pour tout réel x, tel que ax+b €I, la fonction f définie par f (x|= glax + b| est dérivable , eton a:

1
x—=35

. 5 . . . \
Exemple : Déterminer sur EH_OO la dérivée de la fonction f définie par f |x|= 3

5) CAS GENERAL

Propriété :

Soit g une fonction dérivable sur un intervalle J et u est une fonction dérivable sur un intervalle I, telle que pour tout x de 7, u x|
appartient a J.
Alors la fonction f définie par f (x)=glulx| estdérivable sur I et pour tout x de /,ona:

fxl=u(x]x g "lulxl

Exemple : Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur R™ par f [x|=sin
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