PROBABILITES ET PROBABILITES CONDITIONNELLES
1) EXPERIENCES ALEATOIRES

A) EXPERIENCE ALEATOIRE , EVENTUALITE , UNIVERS

Un exemple bien connu : ( On considére cet exemple jusqu’a la fin du chapitre )

On lance un dé non truqué a six faces numérotées de 1 a 6 et on note le nombre figurant sur la face supérieure du dé.

Lancer ce dé et noter le nombre figurant sur une des faces est une expérience dont on ne peut pas prévoir le résultat : 1,2,...,6 ?

On dit qu’il s’agit d’une expérience aléatoire , c'est a dire une expérience liée au hasard pouvant conduire a plusieurs issues, appelées
éventualités.

L’ensemble de toutes les éventualités d’une expérience aléatoire est appelé univers . En général, on le note Q .

Exemple : Les éventualités sont 1,2,3,4,5et6et Q :}1;2;3;4;5;6}

B) EVENEMENT
Définition : . . .
Une éventualité  appartient a I'univers Q (onnotew € Q ).
On appelle événement toute partie de I’univers . Un événement A est inclus dans I'univers Q@ (onnote4dc Q ).

Exemple : Par exemple, on peut considérer I’événement A : " obtenir un nombre pair".Ona A= 2;4:6

Remarque : Lorsqu’une éventualité o appartient & un événement A, on dit que o réalise A.

Le tableau ci-dessous résume les définitions et notations importantes relatives a la notion d’événement.
A, B et C représentent des événements d’un univers ) lié a une expérience aléatoire.

VOCABULAIRE ET NOTATION SIGNIFICATION EXEMPLE

L’événement A : " obtenir un nombre pair " est composé de 3

Cardinal de A : card (A nombre d’éventualités qui composent A , .,
(A) d P éventualités . card (A ) =3
Evénement élémentaire événement réduit a une seule éventualité L’événement B : " obtenir le nombre 3 " ; B=|3|
Evénement impossible : A = J | événement qui ne se réalise jamais L’événement C : " obtenir un multiple de 3 inférieur ou égal a 2 "
Evénement certain: A = Q) événement qui se réalise toujours L’événement D : " obtenir un nombre inférieur ou égal a 6 "

Soit I’événement E : " obtenir un nombre au moins égal a4 " ;
C' est I’ensemble des éventualités réalisant A ou B E=4:5:6!
C est la réunion de A et de B : ‘

AUB Soit I’événement F : " obtenir un nombre impair " ;
C=AUB F=|1;3;5
) L’événement E U F est " obtenir un nombre au moins égal a 4 ou
(onditAouB ) un nombre impair "
EUF =|1;3;4;5;6

C'est I’ensemble des éventualités

réalisant A et B en méme temps.
C est I’intersection de A et de B :

Q L’événement E N F est " obtenir un nombre au moins égal a 4 et
C=ANB ANB un nombre impair " c'est a dire " obtenir un nombre impair au
moins égal a4 "
(onditAetB) .
B A ENF=15

A et B ne peuvent pas se réaliser en méme temps ;
ANnB=9

. Q Les événements E et B sont incompatibles .
A et B sont disjoints ou
incompatibles
P EnB=9Y
A
B

ANB=J etAUB=Q

A estI’événement constitué par les éventualités
A et B sont contraires ou de I’univers qui ne réalisent pas A .

> . Les événements A et F sont contraires.
complémentaires.
Q —
o . .
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2) LOI DE PROBABILITE SUR UN ENSEMBLE FINI

Définition :

On note Q={w;,m...0,} ’ensemble des éventualités d une expérience aléatoire.

Définir une loi de probabilité sur Q, c’est associer a chaque résultat @; un nombre p; ( appelé probabilité de 1’issue ®; ) positif ou nul
de telle fagon que :

« 2P=pitpt.o.tp=1

i=1

* La probabilité¢ d’un événement A, notée P ( A ), est la somme des probabilités p; des éventualités qui constituent A.

Modéliser une expérience al€atoire, c’est associer a cette expérience une loi de probabilité sur I’ensemble Q) des résultats possibles.
Les conditions de I’expérience conduisent le plus souvent au choix du modéle.
On garde ces notations pour le reste du chapitre.

Remarque : Pour toute éventualité ®; ona: 0 < p, < 1.

Propriétés :

Soit A et B deux événements de Q, alors :
* La probabilité de I’événement certainest 1 ; P(Q )=1
e La probabilité de I’événement impossible est 0 ; P (< )=0
e SiAcB,alorsP(A) < P(B)
e P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANnB)
Si A et B sont incompatibles, P(AUB)=P(A)+P(B)

« P(A)=1-P(A)

Idée de preuve :

e L'exemple suivantillustre: P(AuUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

On voit bien que l'intersection intervient deux fois

e Ona: PIQ=PIAUA] o 1=P(AJ+P(AJ-P(ANA) < 1=P(A+P(A] < P(A|=1-P(A]
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3) CAS PARTICULIER : EQUIPROBABILITE

Définition - Propriété :

Lorsque tous les événements élémentaires d’un univers ont la méme probabilité, on dit qu’il y
a équiprobabilité .

Dans ce cas, si I’'univers Q est composé de n éventualités w ,on a:

_ _ 1 _ _Nombre de cas favorables
pi=P({w})= card(Q) P(A) = Nombre de cas possibles
. ) ~card (A)
On a alors, pour tout événement A: P (A )= card Q)
Remarque :
Les expressions suivantes " dé parfait ou équilibré " , " boules indiscernables " ... indiquent que pour les expériences réalisées, le mod¢le associé

est I’équiprobabilité.

Exemple :

Le dé est non truqué : chacune des faces a la méme chance d’étre obtenue . Il s’agit d’une situation d’équiprobabilité.
Dans ce cas, il est donc aisé de définir la loi de probabilité :

face 1 2 3 4 5 6 ,

1 1 1 1 1 1 On firesegte souvenbtlles

ilité 6 6 6 - z - résultats dans un tableau
probabilité 5 = ‘ . . -

La probabilité de I’événement A : " obtenir un nombre pair "est: P (A)= P(2) + P(4) + P(6) = 4 61 4 6l =

N [ —

4) PROBABILITES CONDITIONNELLES

Définition :

Soit A et B deux événements tels que P(B)#0 .

On appelle « probabilité conditionnelle de A par rapport a B » ou « probabilité de A sachant B le réel, noté
PB(A défini par :

P(ANB)

Pal A= 5]

Remarques :

. . .. card(ANB)
o  Dans le cas d’un univers fini ot les issues sont équiprobables, ona: PglA|="—————
card (B)
. _P(A)
e Si AcB ,alors ANB=A et P(A]= P(B)
e« SiBcA ,alors ANB=Bet PB(A):—gEEgZI

Exemple :

Un lycée a présenté 356 candidats au bac, dont 96 suivant la spécialité SVT . 256 éléves ont été admis a I’examen ; parmi eux 64 ont suivi la
spécialité SVT.

Un ¢éléve étant choisi au hasard parmi les candidats présentés par le lycée, on note A 1I’événement : « 1’¢éléve a suivi la spécialité SVT » et
B I’événement : « 1’éléve a été recu au bac » .

Chaque ¢éléve a la méme chance d’étre choisi ; par équiprobabilité, on a donc :

P(ANB) card(ANB) _ 64 1
P,lA)= = =—=—=072
s A) P(B) card (B) 256 4 0.25

La probabilité que 1’¢léve a suivi la spécialit¢ SVT sachant qu’il est recu au bac, est donc égale 4 0,25 .

P(BNA) card([ANB) 64 2 énéral -
i P.(B)= ) W _2Z En général :
On a aussi A( P(A) card(A) 96 3 PB(A];‘EPA(BJ

. - . 2
Ainsi la probabilité que I’éléve soit recu au bac sachant qu’il a suivi la spécialité SVT est 3
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Propriétés :

Soit A et B deux événements tels que P(B)#0 .Ona:

0<P,(Al<1 et P,A)=1-Pg4(A]

Preuve :

« Ona ANBcB ,donc 0<P(ANBJ<P (B] eten divisant les trois membres de cette inégalité par le nombre strictement positif P(B) , on

obtient : 0<w<1®0<PB(A)<1 O

P (B)

—_PIAUA)NB) _P(ANBJU(ANB)
. OnaPy,lAUA)= P(B) = P (B] q’

Or P, (AUAJ=P, Q=1 et les événements (AN B) et (AN B) sont incompatibles.
Ce qui donne :

On voit que : (AUA)NB=(ANBJUANB)

IZP(AOB)_'_P(KOB)

P(B) P (B = 1=Py(A)+Ps(A)= Py(A)=1-Py(A]

Propriété :

Soit A et B deux événements tels que P(B)#0 et P(A)#0 .Ona: Ces égalités se déduisent de la définition

P(ANBJ=P(A)xP,(B] et PIANB|=P(B)xP,(A) précédente.

Ces deux égalités se retiennent assez facilement : pour que I’événement A et B soit réalisé, il faut d’abord que 1’événement A le soit, et sachant que
I’événement A est réalisé, il faut ensuite que I’événement B le soit aussi ...

Exemple :

Une urne contient trois boules bleues et cinq rouges, indiscernables au toucher.

On tire au hasard une premiere boule de I'urne . Si elle est bleue, on la remet dans 1'urne et on rajoute une autre boule bleue ; si elle est rouge, on
ne la remet pas dans l'urne . On tire ensuite, au hasard, une seconde boule de 1'urne.

On s'intéresse a la probabilité pour que les deux boules extraites soient bleues.

B, est I'événement : « la premiére boule extraite est bleue » ; B, est I'événement : « la seconde boule extraite est bleue ».
L'événement « les deux boules extraites sont bleues » est alors B; N B, .

Ona P(BIOB2)=P(B1)XPBl(B2)

Les boules ont la méme chance d’étre tirées ; par équiprobabilité, on a donc : P (B, ) Z%
B, étant réalisé, on rajoute une boule bleue, si bien qu'au moment du second tirage il y a 4 boules bleues sur 9 boules dans I'urne.
Ce qui permet d'écrire Py (B,) Z%
3.4_1

— . Laprobabilité que les deux boules extraites soient bleues est donc égale a —

¢duit : P(B,NB,)=2x2 =
On en déduit : P(B,NB,) 879 6 6

5) REGLES DE CONSTRUCTION D’UN ARBRE PONDERE (ou arbre de probabilités)

Pour déterminer des probabilités, on peut étre amené a construire des arbres dont les branches sont affectées de probabilités.

o  Un arbre pondéré se construit et se lit de gauche a droite. BRANCHE SECONDAIRE
e L’origine de l'arbre est la racine de 'arbre. BRANCHE PRIMAIRE K . _ TRAJET
e Les traits partant de la racine sont appelés branches primaires de 1'arbre. —_ .
A X RACINE o—
Elles ménent a des neeuds. ~a, -i'_':
e  Les branches joignant deux nceuds sont dites secondaires. .<o .
«  Tout chemin menant de la racine a un nceud est appelé trajet. NOEUD — 7 o—1

Régles :

1. Les événements qui se trouvent aux extrémités des branches primaires forment une partition de I'univers Q .
2. Le poids d'une branche primaire est la probabilité de 1'événement qui se trouve a son extrémité.

3. Le poids d'une branche secondaire est la probabilité conditionnelle de 1'événement qui se trouve a son extrémité sachant que le trajet
menant a son origine a été réalisé.
4. Le poids ou la probabilité d'un trajet ( ou chemin) est le produit des poids des branches le constituant.
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Remarques :

« Lasomme des poids des branches primaires vaut 1.

« Lasomme des poids des branches secondaires issues d'un méme nceud vaut 1.

Exemple :

Une urne contient trois boules bleues et deux boules rouges.
On tire successivement et sans remise deux boules de I’urne.
L’expérience aléatoire peut étre décrite par I’arbre pondéré suivant :

Onnote B; : «laiéme boule est bleue»

o La probabilité que la deuxiéme boule soit rouge sachant B,
que la premiére premieres était bleue est :

1

1
P, (Rz):? . (régle 3)

2 3 3
. P(RlﬂBz) = ?X_:W (régle4)

4

6) LOI DES GRANDS NOMBRES

et R; :«laieéme boule est rouge » 1 B,

On constate que si I’on répéte un grand nombre de fois une expérience donnée, les différentes fréquences d’apparition ont tendance a se stabiliser,
ce qui n’est parfois que théorique car répéter une expérience aléatoire dans les mémes conditions n’est pas toujours envisageable.

Ce constat est un résultat mathématique appelé " La loi des grands nombres " ; Il se démontre, mais la démonstration est largement hors de vos

compétences :

Propriété :

Pour une expérience donnée, dans le modéle défini par une loi de probabilité, les distributions des fréquences calculées sur des séries de taille n
se rapprochent de la loi de probabilité quand » devient grand.

Ce qui nous permet de comprendre la raison pour laquelle, il y a un peu prés autant d’hommes que de femmes sur la terre.
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