Chapitre 8 - EQUATIONS, INEGALITES ET INEQUATIONS

2

1) EQUATIONS

Définition :

Résoudre dans IR une équation 4 une inconnue consiste a trouver, si elles existent, toutes les valeurs réelles de 1’inconnue vérifiant
I’égalité proposée . Ces nombres constituent I’ensemble des solutions de 1’équation.

Deux équations équivalentes sont deux équations, ayant le méme ensemble de solutions . On utilise le signe <

Propriété :

Soit a, b,et ¢ trois réels.

- Si on ajoute ( ou on retranche ) un méme nombre aux deux membres d’une égalité ( et donc d’une équation ) , on obtient une égalité
( équation ) équivalente.

a=b e a—c=b—c © a+c=b+c

- Si on multiplie ( ou on divise ) les deux membres d’une égalité ( équation ) par un méme nombre, on obtient une égalité ( équation )
équivalente.

a=b < ac=bc < izé(c;a&O)
c ¢

Exemple :

On ajoute 5 a
chaque membre

On retranche 2x a
chaque membre

4x—-5=2x+10 < o = = o

L’ensemble des solutions est donc :

Propriété : Equation produit

On divise chaque
membre par 2

Un produit de facteurs est nul si et seulement si I’un des facteurs est nul :
A(x)XB(x)ZO < Alx)=0 ou Blx)=0

Cette méthode permet de résoudre certaines équations qui ne sont pas du premier degré

Exemple :

2x2=5x <

L’ensemble des solutions est donc :

Propriété : Kquation x’=gq

Soit a un réel , I'équation x* =g
. n'admet pas de solution si a<0
. admet une unique solution 0  si a=0

. admet deux solutions Va et —vVa si a>0
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Exemples :

2) INEGALITES

Propriété : Addition et inégalités

Soit @, b,et c troisréels . Les propriétés ci-dessous présentées avec < sont aussi vraies pour <, > et >,

Si on ajoute ( ou on retranche ) un méme nombre aux deux membres d’une inégalité ( et donc d’une inéquation ) , on obtient une
inégalité ( inéquation ) de méme sens.

as<b e a+c<b+c © a—c<b—c

Preuve :

Rappel : « Pour comparer deux nombres, on peut comparer leur différence par rapport a zéro »

Propriété : Multiplication et inégalités

Soit a, b,et c troisréels . Les propriétés ci-dessous présentées avec < sont aussi vraies pour <, = et >,

- Si on multiplie ( ou on divise ) les deux membres d’une inégalité ( inéquation ) par un méme nombre strictement positif, on obtient
une inégalité ( inéquation ) de méme sens.

a<b < ac<bc < <

(c#0)

o=

o |o~

- Si on multiplie ( ou on divise ) les deux membres d’une inégalité par un méme nombre strictement négatif, on obtient une inégalité
de sens contraire.

as<b e ac=zbc & =

( c#0)

o |=

o |o~

Idée de preuve :
. . . . 1
Soit f et g les fonctions linéaires définie par f (x)=cx et glx)l==x.
c

Si ¢>0, f et g sontcroissantesetsi ¢<0 , f et g sontdécroissantes.
En appliquant les fonctions f et g al’inégalit¢ a<b , on en déduit les résultats.

Par exemple, si ¢<0 :

a<b = glal=>glb) = Loaztxp o 92>
c c
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Propriété : comparaison a I’aide d’un quotient

Soit a et b deux réels strictement positifs.

- Pour comparer deux réels strictement positifs, on peut comparer leur quotient a 1.

- Si %Sl ,alors a<b

-Si %21 ,alors a=b

Propriété : Ajouter des inégalités de méme signe

Soit a, b, ¢ et d quatre réels . La propriété ci-dessous présentée avec < est aussi vraie pour <, > et>.

Si a<b et ¢<d ,alors a+c<b+d

Exemple :
w<3,2 et x/§<l,5 , donc

Remarques :

- On peut aussi multiplier membre a membre des inégalités si elles sont positives.

- On ne peut pas diviser ou soustraire membre a membre des inégalités.

3) INEQUATIONS

Définition :

Résoudre dans R une inéquation a une inconnue consiste a trouver, si elles existent, toutes les valeurs réelles de I’inconnue vérifiant
I’inégalité proposée . Ces nombres constituent I’ensemble des solutions de 1’inéquation.

Deux inéquations équivalentes sont deux inéquations, ayant le méme ensemble de solutions . On utilise le signe <«

On ajoute 7 a

chaque membre On divise chaque

membre par 3

Exemple : On retranche 2x a

chaque membre

5x—7<2x+48 < =3 = =3 =

L’ensemble des solutions est donc :

Méthode : Inéquation produit

Soit a, b, ¢ et d quatre nombres réels avec a et b non nuls.
Pour résoudre l'inéquation (ax + b)(cx +d) <0, on étudie séparément les signes de ax +b et de cx + d, puis 4 l'aide d'un tableau de
signes on détermine le signe du produit (ax + b)(cx +d).

La méthode est identique pour (ax+b)(cx+d)<0 , (ax+b)(ex+d)=0 et (ax+b)(ex+d)>0

Exemple :
Résolutionde (-3 x+1)(2x—5)>0
A l'aide d'un tableau de signes, on étudie successivement les signes de —3x+1 et 2x—5.

Plusieurs méthodes pour étudier le signe de 2x—5 :
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5
-Onpeutrésoudre : 2x—5>0 o 2x>5 < x>5

On en déduit immédiatement les solutions de I’inéquations 2x—5<0 et les solutions de I’équation 2x—5=0 et donc la valeur charniére — .
- On peut aussi utiliser les propriétés sur la croissance de la fonction affine f définie par f (x)=2x-5

\ A 1
On procéde de la méme fagcon pour —3x+1 : =3x+1>0 < -3x>-1 < x<§

On en déduit le signe de (=3 x+1)(2 x—5).

—3x+1
2x—5
(=3 x+1)(2x-5)

L'ensemble des solutions de 1'inéquation est donc :

Méthode : Inéquation quotient

Soit a,b,c et d quatre nombres réels avec ¢ et ad —bc non nuls.

. L ax+b T et : s :
Pour résoudre 1'inéquation +d <0, on étudie séparément les signes de ax+b etde cx+d , puis a l'aide d'un tableau de signes on
cx

, . . . ax+
détermine le signe du quotient .
X +d
. . . ax+b ax+b ax+b
La méthode est identique pour <0, >0 et >0
ex+d cx+d cx+d

Exemple :
Résolution de ﬂ<0
2x—5

A T'aide d'un tableau de signes, on étudie successivement les signes de —3x+1 et 2x—5 .

. . —3x+1
On en déduit le signe de —2xT
2x-5
x

—3x+1

2x-5

—3x+1

2x—5

L'ensemble des solutions de 1'inéquation est donc :
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