VECTEURS

1) TRANSLATION <

Sur la figure ci-contre la figure F’ est I’'image de la figure F par la translation qui transforme A en B.
La fléche tracée de A vers B indique la direction, le sens et la longueur du déplacement que I’on doit effectuer pour
construire I’image d’un point.

Définition :

Soit A et B deux points du plan.
La translation qui transforme A en B est appelée translation de vecteur AB .
Lorsque A et B sont distincts, le vecteur AB est représenté par une fléche allant de A vers B .

2) VECTEURS
Définition :
D
Soit deux points A et B donnés, D I'image de C par la translation qui transforme A en B. 5
Les points A et B, pris dans cet ordre et les points C et D, pris dans cet ordre. représentent le méme vecteur i .
—  —— C
#1=AB=CD /
Cas particulier : AA est le vecteur nul . On écrit AA=0 . w

Remarque : 11 existe une infinité de fagons de représenter un vecteur z car on peu le tracer en chaque point du plan.

Propriété :

Soit A, B, C et D quatre points du plan.
. AB=CD sietseulement [AD] et [BC] ont le méme milieu.

. AB=CD si et seulement si ABDC est un parallélogramme (éventuellement aplati).

Remarque :

Deux vecteurs AB et CD sont donc égaux si et seulement si les trois conditions suivantes sont vraies:
*  Les droites (AB) et (CD) sont paralléles; on dit que les vecteurs ont méme direction.
* lesens de A vers B est le méme que de C vers D ; on dit que les vecteurs ont le méme sens.

. les segments [AB] et [CD] ont la méme longueur; on dit que les vecteurs ont ]a méme norme.
On note ||AB|| la norme du vecteur AB .

3) SOMME DE VECTEURS

Définition :

i

-

B
La somme de deux vecteurs # et v estle vecteur s résultant de 'enchainement des translations ¢ de vecteur w/ f
7 et t' devecteur v .On écrit : / /
S=u+v / u

A

Remarque :
La somme de trois vecteurs peut se construire a partir de la somme de deux quelconques d'entre eux, puis du troisiéme.

Propriété (relation de Chasles) :

Soit A, B et C trois points du plan. On a :
AC=AB+BC .
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Propriété (régle du parallélogramme) :

Soit A, B, C et D quatre points du plan.
Si ABCD est un parallélogramme, alors AB+AD=AC

Preuve :

—_— e — = —

Remarque :
Lorsque les vecteurs AB et AD sont dessinés avec une origine commune A, il suffit de dessiner le parallélogramme ABCD
pour obtenir le vecteur somme de ces deux vecteurs.

Propriétés :
Soit %, ¥, w et ¢ quatre vecteurs.Ona:

s UtvV=y+i e [+0=0

. (G+7)+W=0+V+w|=tu+v+w e si =V et w=i alors u+w=v+i
Définition :

Soit #, ¥ deux vecteurs et A et B deux points tels que 7 = AB .
e Onappelle yecteur opposé au vecteur u# le vecteur noté —u tel que ~n=BA .

*  Onappelle différence entre les vecteurs # et v , le vecteur noté % —v obtenu en effectuant la somme des vecteurs u et —v

i—v=i+—")

Application :
Soit trois points A, B et I. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

*  Iestle milieu du segment [AB].

+  Bl=Al
. Al = 1B

« Al+BI=T0
*  Best le symétrique de A par rapport a I.

4) COORDONNEES D'UN VECTEUR DANS LE PLAN

Dans la suite du cours, le plan est muni d'un repére (O, 1,J) , pas nécessairement orthonormé.

Définition :

Soit A et B deux points de coordonnées (x ;y,] et (x,v,) -

Les coordonnées de AB sont (X” _XA) .
Y~ V4

Remarque :
Puisque l'origine O a pour coordonnées (0;0) , alors pour tout point M du plan de coordonnées (x;y), U

Les coordonnées de  OM  sont (x_g) , c'est a dire (x) .
y— Yy

Exemple : (ﬁ((‘)) X 63(?) et l_j(_ll)

Propriété :

Soit # un vecteur . Pour tous les points A et B tels que # = AB , alors les coordonnées des vecteurs # et AB sont égales.
Les coordonnées d'un vecteur # sont donc aussi les coordonnées du point M tel que OM = %
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Définition et propriété :

Une base des vecteurs du plan est un couple ( i , ; ) formé de deux vecteurs non nuls qui n’ont pas la méme direction.
Une base est orthonormée dans lecasou i et j ontdes directions perpendiculaires et ont pour norme 1 unité de longueur.

—

Pour tout vecteur 77 , il existe un unique couple (x;y) tels que 7@ =x T4y .

—

Onditque u

a pour coordonnées (x ) danslabase (7 , j )
y

Remarque : En notant T=0I et j=0I :

- ( T, 7 ) est une base des vecteurs du plan.
- On parle alors de repere (O; i,J ) , plutét que de repére (0,1,7)

Propriétés :
. - , . , -~
Soit u et v deux vecteurs de coordonnées respectives (" ) et (x !) dansunebase ( i , j ).
y y
. u=v sietseulementsi x=x'et y=y’
. —u apour coordonnées (7")
—3
N , byl
. u+v apour coordonnées (“‘ i
yry
- - 7 —x/
*  #—V apour coordonnées (x * ,)
y=y
Preuves :

*  Conséquence de la propriété précédente.
Xy —Xp

» Si u= AB alors ses coordonnées sont | *2 7% *‘) . —u=BA apour coordonnées (
Vi~V

YT V4
* SoitA,BetCtelsque # =AB et v =BC. D'apres la relation de Chasles, on peut dire que ii+v=AB+BC=AC .

Les coordonnées de AB ,de BC etde AC sont respectivement (xE_xA) s (XC_XB) et (xc—x,,)
Y= V4 Y=V Y= V4

On a bien (XB_XA)+(XC_XB):XC_XA et (yB_yA)+('yC_yB):yC_yA'

+  Puisque #i—v=u+—V) ,alors #i—7 apour coordonnées ()“'[_x:)) = (xfx',).
y+=y') y=y

Propriété :

Soit # un vecteur de coordonnées (x ) dansune base ( 7 , ; ) orthonormée.
y

La norme du vecteur 7 est |[77 |=Vx"+)”

5) PRODUIT D'UN VECTEUR PAR UN REEL

Définition :

Soit # un vecteur de coordonnées (x ) dansunebase (7 , j )et k unréel. | Op admettra qu'il est indépendant du repére choisi.

Le vecteur ki estle vecteur de coordonnées (2: ) .

Remarques :
. li=u , =lu= —-u , O0u=0 , 20= wu+u , 3u=u+tu+iu ..

e ki=0 o k=0 ou u=0

Définition :

Soit % et v deux vecteurs non nuls.

- - - o , = oo Le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur.
u et v sont colinéaires s'il existe un nombre réel &k tel que u=+kv

) qui sont bien les opposées de celles de i .

Immédiat en introduisant les points A et B tel que u = AB

et en utilisant la formule permettant de calculer la longueur AB.
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Remarque :
Dans une base, pour étudier la colinéarité de deux vecteurs non nul 7()‘ ) et v (x ) , on peut déterminer s’il existe un réel k tel que

y y

x’'=kx et y’=ky .(ce quirevient a étudier la proportionnalité des coordonnées)

Propriété : Norme du vecteur k u

Pour tout vecteur 7 et pour toutréel k ,ona:

e 22 1= 1127

Preuve :

On se place dans une base orthonormée. On a 7(){) et ku (kx) .

y

e = o Py P= 2 (24 9%) = ViV P+ 37 = [P+ 3% = [kl

Définition :

Soit Tl(

Le déterminant des vecteurs 7 et Vv estle nombreréel xy ' —x’y .

Ce nombre se note det( w7 , v )=

x ) et v (x ) deux vecteurs du plan dans une base orthonormée.
y y

x x|
y

—

Propriété : Condition analytique de colinéarité

—

u et Vv sontcolinéaires si et seulement si det( u , v )=0.

Preuve :

On suppose que u et v sont colinéaires.

- Si w=10 ou v =0, lerésultat est immédiat.

- Si W et ¥V sontnon nuls, alors il existe un nombre réel & tel que #=kv .
Ainsi x=kx’ et y=ky’ .

Onalors: xy ' —x y=lkx ')y ' —x lky’]=0

Réciproquement, on suppose que det( % , v )=0.

-Si ¥ =0 ,alors % et Vv sont colinéaires.

-Si V #0 , alors I’'une au moins de ses coordonnées est non nulle, par exemple x '#0 .
X

.

On a alors yziyy’ ,c’estadire y=ky’ ou k=
x

Ainsi % apour coordonnées (kx’;ky’) et W =k7V .
La démonstration est identique si y "#0 .

Propriétés :

Soit A,

B, C et D quatre points du plan distincts deux a deux.

Les droites (AB) et (CD) sont parall¢les si et seulement si les vecteurs AB et CD sont
colinéaires

Trois points A,B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

Remarque :

Les droites (AB) et (CD) sont sécantes si et seulement si les vecteurs AB et CD ne sont pas colinéaires.
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