DROITES ET SYSTEMES

7.

1) EQUATIONS DE DROITES

Dans ce paragraphe, un repére (0;7, 7) du plan est fixé.

A) VECTEURS DIRECTEURS

Définition :

Soit d une droite du plan.

On appelle vecteur directeur de d tout vecteur i non nul tel qu'il existe deux points distincts A et B de d tels que # = AB.

Remarques :
o Un vecteur directeur indique la direction de d . On dit aussi que le vecteur directeur dirige la droite.

. Toute droite admet une infinité de vecteurs directeurs, tous colinéaires entre eux.
o  Deux droites du plan de vecteurs directeurs respectifs « et v sont paralléles si et seulement si les vecteurs « et V sont colinéaires.

Propriété :

Soit d une droite, A un point de d et i« un vecteur directeur de d.

La droite d est I’ensemble des points M du plan tels que les vecteurs AM et if sont colinéaires.

Remarque : Une droite est parfaitement déterminée par la donnée d'un point A et d'un vecteur directeur uw # 0.

B ) EQUATIONS CARTESIENNES D'UNE DROITE

Définition :

Soit d une droite du plan.

On appelle équation de d toute relation vérifiée par les coordonnées (x ; y) des points de d.

Exemple :

Soit d la droite d'équation y=2x—1.

Cela signifie que les coordonnées x et y de n'importe quel point de d vérifient la relation y=2x—1.

Pour qu'un point appartienne a d, il faut et il suffit que ses coordonnées vérifient I’équation de d.

Par exemple le point A (2;3) appartient & d car on a bien 3=2%x2—1

En revanche le point B (1 ;4) n'appartient & d car 4#2x 1—1

Remarque :

II n'y a pas unicité de 'équation d'une droite car si y =2 x — 1 est une équation de la droite d, 2 y =4 x—2 en est une autre, ainsi que 2x—y—1=0
Cas particuliers :

. x =4 est I'équation d'une droite parall¢le a I’axe des ordonnées (une droite dont tous les points ont méme abscisse)

. y =3 est I'équation d'une droite parallé¢le a I’axe des abscisses (une droite dont tous les points ont méme ordonnée)

Quelle est la forme générale des équations de droite ?
Exemple : Déterminer 1'équation de la droite d passant par A (1 ;2) et de vecteur directeur ﬁ(ill)
Soit M (x ; y) un point du plan.
Ona: AM (x B 1)
y—2

Med si et seulement si AM et # sont colinéaires, c'est a dire :

det( AM , 7 )=0 < (x—1)x1—(-1)x(y—2]=0 & x—1+y-2=0 & x+y—-3=0 & y=—x+3
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Propriété :

. Toute droite du plan admet une équation de la forme ax +by+c=0 ou a, b et ¢ sont trois réels tels que a et b ne sont pas

simultanément nuls. ( On note (a ;b);é(O ;0) )

Cette équation est appelée équation cartésienne de ¢ . Un vecteur directeur de cette droite est alors le vecteur ﬁ(_f)

. Dans un repére du plan, toute équation de la forme ax+by+c=0 ol a , b et ¢ sont trois réels tels que  (a;5)#(0;0) est une

équation d’une droite de vecteur directeur ﬁ(_ab).

Preuve :
« Toute droite d étant définie de maniere unique par la donnée d’un point et d’un vecteur directeur non nul, on note :

A(x,; y,) un point de d et ﬁ(([);) un de ses vecteurs directeurs ( « et B ne sont pas simultanément nuls)

Soit M (x ; y) un point du plan.

. . . . — [ X — X — ., . < g
M appartiendra & d si et seulement si les vecteurs AM (y_ VO) et U (([)3() sont colinéaires, c'est a dire :
d Yo

det( AM , 7 )=0 & (x—x,)B—(y—y))a=0 & Bx—ay+ay,—Bx,=0

Enposant a=f , b=— et c=a y,— B X, on constate que 1’équation de la droite d est de la forme ax + by +c¢=0 ot a et b ne sont pas
simultanément nuls (car o« et B ne le sont pas).

ﬁ(;b) est alors un vecteur directeur de d.

« Réciproquement, si I’équation d’un ensemble de points M (x ; y) est de la forme gx + by +c =0, alors soit A [xo R yo) un point de cet ensemble,
vérifiant ax,+by,+c=0.

Par soustraction membre 2 membre des deux égalités, il vient a(x — x|+ b (y —,]=0 o alx—x,)—[=b)(y— ,)=0,

. .. C el — [Xx—X —~(—b
ce qui est la condition de colinéarité des vecteurs AM (yi y") et ¥ ( u )
0

C) EQUATION REDUITE D'UNE DROITE DU PLAN

Propriété et définition :

. Toute droite d non paralléle a I’axe des ordonnées admet une équation de la forme y =mx + p ou m et p sont deux réels.

Cette équation est appelée équation réduite de d.

Un vecteur directeur de cette droite est alors le vecteur ‘_"(,L) ou m est le coefficient directeur de d.

. Toute droite d paralléle al'axe des ordonnées admet une équation de la forme x =% ou & est un réel.

Preuve :

« Soit d une droite d’équation cartésienne ax + by +c=0 de vecteur directeur ﬂ(iah) .

Si d n’est pas paralléle a I’axe des ordonnées, % n’est pas colinéairesa ; etdonc h#0.
a2 . o a c

L’équation ax + by + ¢ =0 se réécrit donc sous la forme y=mx+ p avec m= _Z et p= —g .

. o, [~ e o =1
Un vecteur directeur de cette droite étant ¥ ( ab), un autre est v= e u c’est-a-dire V (m)

« Si (4 est paralléle a l'axe des ordonnées, alors un de ses vecteurs directeurs est (0) avec g#0-.
a

Puisque =0 et a# 0, une équation de d est donc ax+c=0®x=—§ qui est de la forme x =k ( kK €R).
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Exemple :

- Le coefficient directeur est 2.
1l indique I’accroissement de y pour un accroissement de x égal a 1.

3 est I’ordonnée a 1’origine! L. ..
g - L’ordonnée a ’origine est 3.

Elle indique 1’ordonnée du point d’intersection de la droite d avec 1’axe

\—ﬂVecteur ditecteur | jos ordonnées

- Un vecteur directeur est un vecteur constitué¢ de deux points distincts
de la droite . Il indique la direction de la droite.

2 est le coefficient directeur

Remarque :
Le coefficient directeur de la droite d , d’équation y=mx+ p , indique :

1 2 3 4+ | s-ladirectionde d :

si m=0 , d estparall¢le a I’axe des abscisses

si m>0, d « monte » de la gauche vers la droite

si m<0 , d « descend » de la gauche vers la droite
- I’inclinaison de d par rapport a ’axe des abscisses

\Vecteyr directeur

D ) DROITES PARALLELES

Propriété :

'

Dans le plan muni d'un repére (0;7, 7—] , on considere les droites d:y=mx+p et d':y=m'x+p’.
d/ld < m=m’
Les droites d et d’ sont paralléles si, et seulement si, elles ont le méme coefficient directeur.

Preuve :

u (1 ) et u’ ( 1,) sont respectivement des vecteurs directeurs de d etde d’ .
m m

Dire que d et d' sont paralléles, signifie qu'elles ont la méme direction, c'est a dire que %~ et u’ sont colinéaires, ce qui revient a dire que :

det( @, )=0 & I X m-1 X m'=0 & m=m’

2) SYSTEMES LINEAIRES
A) EQUATION LINEAIRE A DEUX INCONNUES

Définition :

Toute équation de la forme ax+by=c ,ou a, b et c¢ sontdes réels donnés, est une équation
linéaire a deux inconnues x et y . Résoudre une telle équation, c’est déterminer tous
les couples [ x;y) solutions.

Tout couple (x,;y,) vérifiant ax,+by,=c est une solution de cette équation.

Interprétation géométrique :

Dans le plan muni d’un repére (O; T, 7—) , ’ensemble des points M| x, y) dont les coordonnées vérifient la relation ax+by=c ou (a;b)#(0;0)
est une droite . Les solutions de 1’équation sont les couples (x;y) coordonnées des points appartenant 4 la droite.

B) SYSTEME LINEAIRE DE DEUX EQUATIONS A DEUX INCONNUES

Définition :

On appelle systéme linéaire de deux équations a deux inconnues, x et y ,tout
systéme qui peut se mettre sous la forme : Résoudre un tel systéme, c’est rechercher le (ou les)

couple(s) (x;y) vérifiant a la fois les deux équations.
(S) | +by=c (Ll)

\ ) . ol a, b, c,a’, b’ et ¢’ sontdesréels donnés.
a'x+b'y=c' (L2
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C) RESOLUTION

Interprétation géométrique : Soit le systéme (S) dans lequel nous supposons (a;6)#(0;0) et [a;b)#(0;0).

Dans le plan muni d*un repére (0;7, ;) , les équations (L1) et (sz sont des équations cartésiennes de deux droites d, et d, .
Un couple (x;y) de nombres est solution de (S) si, et seulement si, le point M(x; y) appartienta d L etad, .

Résoudre (S) revient donc a étudier la position relative des droites d, et d, .

d, et d, sont strictement parall¢les d, et d, sontconfondues d, et d, sont sécantes

AN

" / a. 1 7 ’

> ~1 >
] d, N d,= 8 — d, nd,=d,=d, J \
2
d -
2 dy N dy={M,}
ab’—a’b=0 ab’—a’b#0
(S) n’a aucune solution (S) a une infinité de solutions : tous les couples (S) a une unique solution :
coordonnées des points de d, (oude d, ) [x,: v, coordonnées de M,
1 1
-Si d, et d, nesont pas paralleles & I’axe des ordonnées, elles ont respectivement pour vecteur directeur w7 [ a | et w5 a’
b b'

On peut aussi choisir V7 ( b ) et v, (_ b, ) . Le résultat est alors immédiat en exprimant det( v, , v, )=ab’—a’b ....
a a

-Si d, et/ou d, estparall¢le a I’axe des ordonnées, le résultat est immédiat.

Propriété :

Le systéeme (S) ax+by=c(Ly tel que ab’—a 'b#0 admet une unique solution.
a'x+b'y=c'(L,)
Méthodes numériques de résolution :  Résoudre le systéme (S) : 3x—2y=5 (Ll)
x+3y=9(L,)

3%3—(-2)x1=9+2=11 . Le systéme (S) admet donc une unique solution.

RESOLUTION PAR SUBSTITUTION

METHODE RESOLUTION COMMENTAIRES

e  Exprimer x en fonctionde y (ou y | e (Lz) permet d’écrire :

en fonction de x ) a laide de la 1l ne faut pas partir téte baissée

... Il faut essayer de choisir

premiére ou de la deuxiéme équation x=9-3y I’expression qui facilite le plus
) les calculs.
e  Remplacer ensuite x par cette e Enremplacant x par 9-3y dans
expression dans la deuxiéme équation, (Ll ) , on obtient :

ce qui permet de trouver y .

R On obtient une équation a une
3(9-3y)-2y=5 inconnue ( y ici)
< 27-9y-2y=5
<  22=1ly
e  y=2 < On a trouvé y

e Calculer x enutilisantlavaleurde y |e  Enremplacant y par 2 dans

tient : .
— ] On a trouvé x

e Vérifier que le couple (x;y) trouvéest | e  On vérifie que le couple (3;2) est
bien solution du systéme solution du systéme (S): ¥~

3x3-2x2=9-4=5 ( (3;2) vérifie (L,) )T
3+3x2=3+6=9 ( (3;2] vérifie (L,)) " Attention & Iordre !

e  Conclure
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Remarque : une résolution par équivalence présentée comme ci-dessous, permet d’éviter de faire une vérification.

x+3y=9

3x—2y=5,

3x-2y=5.]3(9-3yl-2y=5_]27-9y-2y=5_,
x=9-3y

x=9-3y x=9-3y

22=11y .,
x=9-3y

y=2
x=3

METHODE

RESOLUTION

COMMENTAIRES

e Multiplier les deux équations par des
nombres bien choisis afin d’obtenir le
méme coefficient devant x (ou y si
c’est plus simple )

e  Soustraire (ou additionner ) membre a
membre pour éliminer x (ou y )

e Remplacer y par sa valeur dans une
des équations.

e Vérifier que le couple (x;y) trouvé est
bien solution du systeme
e  Conclure

=

=

=

=
=4

On multiplie les deux membres de
1’équation (Lz) par 3 . On obtient :

3x—2y=5(L1)
[3(x+3y)=3><9(L2(—3L2) A
3x—2y=5(L,)

|3x+9y=27(L2)

On soustrait membre a membre (Lz) a
[Ll) ; On obtient :

3x-2y—[3x+9y)=5-27
—11y=-22
y=2

On remplace y par 2 dans (Ll) .On
obtient :

3x-2X2=5

3x=9
x=3

... dé&avu !

... caaussi!

Cette écriture signifie que ’on a
. multiplié les 2 membres de
’ I’équation [Lz) par 3 et que 'on a
remplacé I'équation [LZ) par
3L,

Kl

On a trouvé vy

On a trouvé x

Remarque : une résolution par équivalence présentée comme ci-dessous, permet d’éviter de faire une vérification.

3x—2y=5(L,)  [3x—2y=5(L,)
3(x+3y)=27(L,¢3L)

x+3y=9(L,

3x+9y=27(L,)
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o [3x—2y=5(L,) _[3x-2y=5(L)
~11y=-22(L

o [3x=2x245(L,) _ [x=3

(-Ll_LZ) y=2(Lz] y=2

2




