SECOND DEGRE

1) TRINOME DU SECOND DEGRE
A) DEFINITION

Définition :

On appelle fonction polynome du second degré, ou trindme du second o Ondit que « est le coefficient de x°, b le coefficient de x et ¢ le

degré toute fonction définie sur IR qui peut s'écrire sous la forme : terme constant.

« Un polyndme du second degré est toujours défini sur IR; il n’est
x+ax’+ bx+col a, b et ¢ sontdesréelset a#0. donc pas nécessaire de le répéter systématiquement.
Exemples :
*  Les fonctions suivantes définies sur IR sont des trindmes du second degré :
X3 +2x+3 ;5 x4y’ et x—6x 2.

+  Lafonction x—s(x+1F—(x—1/n'est pas un trinéme du second degré car pour tout réel x, (x+1F —[x—1f=4 x.

B ) FORME CANONIQUE ( retenir la méthode )

Propriété :

Tout trindme du second degré f: x — ax’+ bx + ¢ peut s'écrire sous forme canonique :

( ) b A .
fixr—alx—af+p ona=—=—ct f=Ff il On note souvent P ou Q un trindme du second degré.
2a (Notation que jutiliserai en exercice)
Preuve :
Soit un trindme du second degré f tel que f (x)=ax’+bx+c (a #0).
b c
Comme a+# 0, pour tout réel x: ax’+ bx+c:a(x2+;x+ ;)

2 2
Or x*+ b x est le début du développement de (x + L) =x"+2x b X+ (i) .
a 2a 2a 2a

(2 b C)_ (( b )2 (b )2 c)
Donc: a [xX*+ =x+ —|=allx+ — | —[— |+ =
a a 2a 2a a
2 2
:a((x_,_i)z_b—iélzac):a(x_i_i)z_b —4ac
2a 4 q 2a 4a

b BFodac__ A
=alx—af+ p avec x= 2aetB p 14

Remarque : le réel b —4 ac se note A (delta) et s’appelle le discriminant du trinéme.

Exemple : Forme canonique de 2x°+4 x+1
. 2 2 1 2 1 2 1 2
Pour tout réel x ,ona:2x +4x+1=2(x +2x+E =2((x+1) —1+z =2((x+1) — =2(x+1)*—1

C) VARIATIONS ET REPRESENTATION GRAPHIQUE

Etude d’un exemple : Variationsde f: x+— 2x +4x+1

On a vu que pour tout réel x , f(x)=2(x+1)—1

Soit deux réels u et v tels que u<v<—1 .Onaalors: Soit deux réels u et v telsque —1<u<v .Onaalors:
u+1<v+1<0 Osu+l<v+l

= (v+1)’<(u+1)* ( car la fonction carrée est décroissante sur R™ ) = (u+1)’<(v+1)* ( car la fonction carrée est croissante sur IR )

= 2(v+1]<2(u+1) = 2{u+1)<2(v+1)

> 2(v+1f—1<2(u+17-1 = 2(u+1)P-1<2(v+1)-1

= flvl<flu) = flul<f)

La fonction f est donc décroissante sur |—oo;—1] La fonction f est donc croissante sur [—1;+oo|

En généralisant ce raisonnement & un trindme quelconque f: x —>ax’+ bx +¢ que nous démontrerons plus tard de maniére plus simple, on obtient le
résultat suivant :

a>0 a<0
x - x +o0 x - o +00
f \ /' f > B \
A B / A
Les branches de la parabole sont dirigées vers le haut. Les branches de la parabole sont dirigées vers le bas.
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Remarques :

. . -b -b .
e Lareprésentation graphique dans un repére orthogonal est une parabole , dont le sommet est S (Z 3 f (E)) , c’est a dire S(cx, B)

. , . b an g
e Ladroite d’équation x = 5a est un axe de symétrie de de la parabole .

— 2 a
y=2x +4x+1 , / y=—0,5x+2 x+2

2) EQUATION DU SECOND DEGRE ET FACTORISATION
A) DEFINITION

Définition :

Une équation du second degré a une inconnue x est une équation qui | Soit le trindme du second degré f: x +—alx—of+p (a#0)
peut s’écrire sous la forme L’équation ax’+ bx +c=0s"¢crit aussi f(x)=0 .
Résoudre cette équation dans IR, c’est trouver tous les réels u qui

2 \ r
ax“+ bx+c=0 (oua,betcsontdesréelset a0 > . ]
( ) vérifient f(u)=0 . Ces solutions sont appelées racines du trinéme f .

B) RESOLUTION

a+# 0, donc pour tout réel x €R:

ax’+bx+c=0ea (x+i)z— A =0©(x+i)z— A ZO@(x—i-L)Z: A
2a] 44? 2a) 44° 2a) 44

Ily a alors 3 cas distincts qui dépendent du signe du discriminant A =5*—4 gc.

Si A <0, 17 <0 et alors I'équation n'a pas de solution dans IR, puisqu'un carré n'est jamais négatif.
a

A bV b b
—5=0cetl¢ ion équi A +— =0 +—=0 =——
4L et I'équation équivaut alors a (x 5 a) <X 2a X 2a

b

L'équation a donc une unique solution dans R: x,= 54
a

SiA=0,

. A . .
SiA>0, 17 >0 et l'équation équivaut alors a :
a

bV _ (VA ( A)Z_@z_ ( L_ﬂ)( Lﬂ)_ b—VA _ b+VA _
(x+2a) _(Za)©x+2a (2a) =0 x+2a 2a x+2a+2a =0=x+ 2a =Ooux+ 2a =0

L'équation a donc deux solutions distinctes dans R: x, = —bz—a\/E et x,= —b 2+a\7&

Exemples : Résoudre les équations ci-dessous

e xX'—3x+4=0 (a=1;b=—3etc=4)
A=[-3f—4x1x4=9—16=—7, A <0, donc le trindme x2—3x+4n'apasderacine.
L'équation n'a donc pas de solution dans R: S= 0.

o 2x—12x+18=0 (a=2;b=—12etc=18)
A=[(—12F—-4x2x18=144—144=0, A =0 donc le trindme 2 x*+ 12 x+18 a une seule racine: x0=—2—ba=%=3

L'équation a donc une unique solution dans IR: S = {3}.

o 6x—x—1=0 (a=6;b=—lcetc=—1)
A=—1F=4x6x(—1)=1+24=25=52, A >0 donc le trindbme 6 x>*—x — 1 a deux racines:
_—b—VA _1-5_ 4 1 _—b+~NA _145_ 6 _1

B = = ==

2a¢  2x6 12 3°®TT 24 Tax6 12 2

. . 1 1
L'équation a donc deux solutions dans R: S = [—5 ; E}
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Remarques :

Il n’est pas toujours utile de calculer le discriminant. Exemples : 4x*—-9=0,5x> - 4x=0, ...
e Lorsque a et c sont de signes contraires —4 ac>0 donc A >0 et I’équation ax’+ bx + ¢ =0 admet deux solutions distinctes.

On montre facilement la propriété suivante :

Propriété :

Lorsque I’équation ax”+ bx + ¢ =0 admet deux racines x, et x, , alors :

-b c
X;+tx,=— et X x,=—
a

Applications :

- Vérifier le calcul des solutions de I’équation ax”+ bx + ¢ =0 .

- Trouver une racine connaissant 1’autre . (Méthode de la racine évidente)

L . . 3 3
Exemple : x, =1 est une solution évidente de 2 x> — 5 x+3=0 , donc ’autre racine vérifie x,x,= 2} etdonc x,= )

- Déterminer le signe des racines sans en connaitre les valeurs.
Remarque : Deux nombres réels ont pour produit P et pour somme S si ,et seulement si, ils sont solutions de I’équation x"—Sx+P=0

C) FACTORISATION DU TRINOME ax? + bx + ¢

On a déja montré que pour tout réel x de IR: ax’+ bx+c=a

()C + L)Z — A T 3 A tent d .
24 4 a2 . 11018 cas s€ presentent donc :

Si A <0, le trindme n'a pas de racine, il est donc inutile d'espérer factoriser ce trindme en produit de polynémes du premier degré.

5

SiA=0, ax’+bx+c=a (x + %) et xo= —% est la racine double du trindme.

SiA>0, ax’+ bx+c=a(x—xl) (x —x,) ot x| et x, sont les racines du trindme.

Exemples : Factoriser les trindmes ci-dessous
. x> —3 x + 4 n'est pas factorisable.

2x?—12 x4 18=2 (x —3)* ( ce qui aurait pu se déterminer grice aux identités remarquables...)

. 2 = 1y 1) _
6x —x 1—6(x+3)(x 2)—[3x+1)(2x 1)

3) SIGNE DU TRINOME ax’ + bx + ¢

D> SiA>0, fix)l=ax’+bx+c=alx—x)(x—x,)

Ona:
x — X Xy +00
X=X = aF
X=X = — S
(x—x,) (x—x,) + -
si a>0
X — X X3 +00
alx—x,)(x—x,) + 0 — 0 4
si a<0
X — X Xy +00
alx—x,)(x—x,) — 0 3 0 —
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2 SiA<0,ona flxl=a

Pour résumer : ax’+ bx + ¢ est du signe de « sauf entre ses racines.

-2 .
24 P ( forme canonique).

. b V¢ A n .
e SiA<O0, (x+ Z_a) ———>0etdonc f (x) est du signe de a pour tout réel x.

4a

2 2
e SiA=0, flx]=a (x+2—ba) et (x+ %) > 0donc f [x] est du signe de a pour tout réel x;t—z—ba et f (_L):()_

Exemple : Résoudre dans IR I’inéquation / (x]<0 avec f (x)=2 x*+5x-3

A =49 (A >0); les solutions de ’équation 2 x*+5x —3=0 sont donc x;=— 3 et x,= 15

1
Or f [x] est du signe de a=2 saufentre les racines . Ainsi I’ensemble des solutions est S = ]f 3 ’E[

4) RECAPITULATIF ET_LIENS AVEC LES REPRESENTATIONS GRAPHIQUES

Equation
ax’+ bx+c¢=0
Factorisation

Inéquation
ax’+bx+c>0

Inéquation
ax’+ bx+c¢ <0

L'équation ax” + bx + ¢ =0 n'a pas de
solution dans R

Sia>0
L'inéquation
ax’ +bx+c>0
a pour ensemble de solutions
I'ensemble R.

Sia>0
L'inéquation
ax’ +bx+c<0
n'a pas de solution dans RR.

A<0 x
Le triné 5 £ . Sia<0 Sia<0 yT
€ trindme ax” + bx + ¢ ne se factorise pas L'inéquation L'inéquation — + -
ax’ +bx+c>0 ax’ +bx +c¢ <0
n'a pas de solution dans IR. | a pour ensemble de solutions
I'ensemble R
Sia>0 Sia>0
L'inéquation L'inéquation ’
ax’ +bx+c¢>0 ax’ +bx +c¢ <0
L'équation ax + bx + ¢ =0 a une solution | a pour ensemble de solutions | n'a pas de solution dans IR.
(double) dans IR. l'ensemble R privé de x,. y
Cette solution est: T (i 1
A=0 b
0 2a
Sia<0 Sia<0 ¥
L'inéquation L'inéquation '
Le trindme ax” + bx + ¢ se factorise: ax’+bx+c¢>0 ax’ +bx+c<0 2 A
alx—x 0)2 n'a pas de solution dans R. | a pour ensemble de solutions
I'ensemble IR privé de x .
Sia>0 Sia>0
L'équation ax” + bx + ¢ =0a deux solutions L'inéquation L'inéquation
distinctes dans R. ax’ +bx+c>0 ax’ +bx +c¢ <0
a pour ensemble de solutions | a pour ensemble de solutions
Ces solutions sont: ]—00 ;XI[U }Xz T 00[ ]xl ; Xz[
_—b—~A
A>0 Y=,
et _ i
—ha A Sia<0 Sia<0
NETS L'inéquation L'inéquation
a 2 2
ax"+bx+c>0 ax"+bx+c<0
Le trindme ax> + bx + cse factorise : a pour ensemble de solutions | a pour ensemble de solutions
, Py s x| [oo s x [ U, s+ 0]
alx—x)(x—x,)
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