1) VALEUR ABSOLUE D'UN REEL

Définition :

UN PEU PLUS SUR LES FONCTIONS

Pour tout nombre réel x, la valeur absolue de x (notée x| ) est définie par :

_(XSiX>0
x| =

|—xsix<0

Exemples :

. |5| =5 car 5 est un nombre positif.

« |-3[=3 car-3 est un nombre négatif.

* Si x est un nombre réel,

Propriétés :

2| 2 2
x\:x car x“=0.

o |=xl=I

«  Pour tout réel x, V3*=|xl.

*  Dire que IxX|=0 équivaut a dire que x=0.

* Dire que x| =dl équivaut a dire que x=a ou X =—a.

Définition :

La fonction définie sur IR par x> |x| est appelée fonction valeur absolue.

Sens de variations :

«  Sur —%;0, ona |x=—x, donc la fonction valeur absolue est ¢égale a la fonction opposée (fonction linéaire qui a tout x associe son
opposé —x). Cette fonction a pour coefficient directeur — 1, elle est donc strictement décroissante.

. Sur 0;+ 00[, ona |x/= x, donc la fonction valeur absolue est égale a la fonction linéaire de coefficient 1, elle est donc strictement

croissante.

Le tableau des variations de la fonction valeur absolue est donc :

N \ /

Pourtout x €R,ona |X|=0 et [0/=0.On en déduit que le minimum de la fonction valeur absolue est 0 et est atteint pour x =0.

Courbe représentative :

Sur |—0; 0/, 1a courbe représentant la fonction |x| est représentée par la demi-droite d'équation y =—x.

Sur [0 ;+ |, la courbe représentant la fonction |x| est représentée par la demi-droite d'équation y = x.

10 |

Tout point M [x; yl de la courbe d'équation y =|x|a pour symétrique par rapport a l'axe (Oy| le point M ' (—x ; y| qui appartient aussi a la courbe

d'équation y =|x|.
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2) FONCTION RACINE CARREE

Définition :

La fonction définie sur |0 ;+ oo| par x+— Vx, est appelée fonction racine carrée. |

Propriété :

La fonction racine carrée g : x —> \ x est strictement croissante sur [O s+ 00[. |

Preuve :
Soit deux réels a et b de I'ensemble de définition de la fonction inverse g : x — Vx tels que a<b. On a alors:
Wa—VbolNa+Vbl _ a—b

Va+b Va+b

glal—gbl=Va—b=

Or a<bea—b<0et Va+Vb>0
On en déduit que g lal—g |bI<0 e glal< glb]

On en déduit que la fonction racine carrée est strictement croissante sur 10+ 00|,

Le tableau des variations de la fonction racine carrée est donc :

X 0 +00

N —

Courbe représentative :

x 0 0,2 0,5 0,8 1 2 3 4 5 6
Vx (2 107% pres) 0 0,45 0,71 0,89 1 1,41 1,73 2 2,24 2,45
3_
2_
l_
4]
1] ! 1 ! 2 ! 3 ! 4 ! S ! [

fixr—x, gixr—xeth:x— x sur [0 ;+ oo

Ona fl0/=gloj=hl0let fl1]=gl1]=hI1]

On en déduit que que Cy, C, et Cj, se coupenten O [0 ;0] eten A(1;1]

VXE]O;-l-OOL()na:

flx_ x _ hixl ¥ _
g\]xl‘_\/;_\/; et flx) -

flx] x
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> Sur]o;li,ona:

(x]
. 0<vx<1 =LX <1
glx|
Comme g (x/> 0, on en déduit que f (x| <g (x| et que C, est située au-dessus de C; sur |0;1].
[x]
D 0<x<1l = Q<1
f [x]

Comme f [x)> 0, on en déduit que h (x| <f (x| et que C, est située au-dessous de C; sur [o;1].
> Sur |1;+[, ona:

Vx>1 = M>1

‘ glx)
Comme g [x/>0, on en déduit que f (x> g (x) et que C, est située au-dessous de C; sur 0; 1.
(x]
flx]
Comme f [x)> 0, on en déduit que h (x|>f [x| et que C, est située au-dessus de C; sur jo;1].
> La position relative de Cj et Cy se déduit des résultats précédents.
Ch Ly :X2 ‘.."I‘I
R : Criy=x
2_
\ J."Fl B . Cq y:\/;
\ .|
\ A
\\ p d //,,
. L
N
1 4] 1 2 3 4
4) OPERATIONS SUR LES FONCTIONS
Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur Dy et D, , et k un réel non nul.
Opération Notation Définition Définie pour :

fonction somme de la fonction f et du réel k f+k (f+klxI=flx|+k X€ Dy

fonction produit de la fonction f par le réel k kf [kfl{xI=kxfx] x€ Dy

fonction somme des fonctions f et g f+g [f+gllxI=fIxl+glx] x€D;ND,

fonction produit des fonctions f et g fXg (fgllxI=fx|xglxl x€D;ND,

fonction différence de la fonction f et de la fonction g f-g (f—gllxI=flxI—glx] xeDyNDy

. . 1 1), ., 1 —
fonction inverse de la fonction f 7 f Ix|= il XEDyet flx|#0
. . . . f f\io_flx ()
fonction quotient de la fonction f par la fonction g E E | x]= ﬁ X€D;NDy et glx|#0
fonction racine carrée de f v Wrl(x)=VFx) x€Dset flx/=0

Exemples : On considere les fonctions f: x — x+1 définiesur R et g: x+— N définie sur IR

. ‘ Vo 1
*  f+g estlafonction définie sur R par \f+ngJ:x+1+;

. f X g est la fonction définie sur R par ftxJXg\xJZ\x+1e><;: 1+;

e 5festlafonction définie sur R par [5f/(x/=5(x+1/=5x+5
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5) VARIATIONS

Propriété :

Soit f une fonction strictement monotone sur un intervalle I et k un réel non nul.

Les fonctions f et f+k ont le méme sens de variation sur I.

Preuve : Cas ou f est strictement décroissante sur I.
Soitael et bel telsque a <b.

f est strictement décroissante sur I, on a donc :
flal>fbl = flal+k>f(bl+k

On en déduit que f + k est strictement décroissante sur I.

Propriété :

Soit f une fonction strictement monotone sur un intervalle I et k un réel non nul.
Si k>0, les fonctions f et kf ont le méme sens de variation sur I.

Si k <0, les fonctions f et kf ont des sens de variation contraire sur 1.

Preuve : Cas ou f est strictement décroissante sur I et k <0.
Soitacel et bel telsque a<b.

f est strictement décroissante sur I, on a donc :

flal>fbl = kf lal<kf b (car k <0)

On en déduit que kf est strictement croissante sur 1.

Propriété :

Soit f une fonction strictement monotone sur un intervalle I , strictement positive ou strictement négative sur I.

. . . 1 . ..
Si f est strictement croissante sur I , alors — est strictement décroissante sur I.

f

. . L 1 . .
Si f est strictement décroissante sur I , alors — est strictement croissante sur 1.

f

Preuve : Cas ou f est strictement décroissante sur I et f est strictement positive sur 1.
Soitacel et bel tels que a <b.

f est strictement décroissante sur I, on a donc :

flal>flb|>0 = _1

1 .. . L
F1b] > m ( car la fonction inverse est strictement décroissante sur lo;+ 00[)

o 1 . .
On en déduit que — est strictement croissante sur I.

f

Propriété :

Soit f une fonction strictement monotone sur un intervalle I et positive sur /.
Si f est strictement croissante sur I , alors v f est strictement croissante sur I.

Si f est strictement décroissante sur I , alors N f est strictement décroissante sur I.

Preuve : Cas ou f est strictement décroissante sur I.
Soitacl et bel tels que a <b.

f est strictement décroissante sur I, on a donc :
flal>fbl=0 = Vfla> N f bl (car la fonction racine carrée est strictement croissante sur [R")

On en déduit que f est strictement décroissante sur I.

Remarques :
. Si f et g sont strictement croissantes sur I , alors f + g est strictement croissante sur I.
. Si f et g sont strictement décroissantes sur I, alors f + g est strictement décroissante sur 1.

e Pour fg, il faut ajouter des hypothéses sur les signes de f et de g pour obtenir des résultats généraux.

Un peu plus sur les fonctions - auteur : Pierre Lux - page 4/4




